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L  intPi^ralc  des  forces  'vivcs  en    TliermoflyiininKjiie ; 
Par  31.  P.  DLHEM. 


I.  —  Des  systèmes  qui  admettent  une  intégrale  des  forces  vives. 

Dans  ce  Travail,  (|ui  l'ail  suite  à  notre  Commcidairc  aux  principes 
de  la  Thermodynamique  {')  et  à  notre  Mémoire  intitulé  :  Théorie 
thermodynamique  de  la  viscosité,  du  frottement  et  des  faux  équi- 
libres cliimiques  (-),  nous  nous  proposons  d'étudier  un  système  dont 
les  diverses  parties  sont  à  des  températures  différentes.  Pour  simpliGer 
les  écritures  nous  supposerons  qu'il  existe  seulement  deux  telles 
parties  que  nous  désignerons  par  les  indices  i  et  2,  mais  les  démon- 


(')  Journal  de  Mathématirjues  pures  el  appliquées.  V' série,  t.  VIll,  p.  269; 
1892;  —  t.  IX,  p.  298;  1898;  -  t.  X,  p.  2o3;  1894. 

(')  Mémoires  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de  llor- 
deaui,  5'  série,  t.  II;  1896.       Paris  (A.  Ilerniann),  1896. 
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sirations  que  nous  ferons  seront  tout  à  fiiil  imlépcnclanlcs  du  nombre 
de  ces  parties. 

La  partie  i  aura  une  température  absolue  T,  ;  elle  sera,  en  outre, 
définie  par  les  variables  noiniales  a,,  |3,,  ...,  A,;  nous  admettrons, 
comme  nous  l'avons  toujours  fait  en  des  questions  de  ce  genre,  (|ue 

si   T,  varie  seul,  a,,  [3 ,  A,  gardant  des  valeurs  invariables,  les 

divers  éléments  matériels  (jui  composent  la  partie  i  demeurent  immo- 
biles. 

La  partie  2  sera  définie,  également,  par  la  température  T^  et  les 
variables  normales  a,,  jî^,  . . .,  X^. 

Entre  ces  deux  parties,  nous  supposerons  l'existence  de  A  liaisons 
bilatérales 

M;oa,  ^. .  .^  P;  oA,  -  Mv:a,  +. . .+  P;,oA,,  =  o, 

*■>  ,  

f  M^oa,  4-. . .+  P^oA.  +  M*oa,  +. . .+  P^oA,  =  o, 

les  coefficients  M{,  ...,  P{,  \P,,  ....  P^^  étant  des  fonctions  des  va- 
riables a,,  . . .,  A,,  a„,  . . .,  Ao,  mais  point  de  T,,  T^. 

Le  potentiel  thermodynamique  interne  du  svstème  est  de  la  forme 

\  ^  =  J,(a,,^.,  ....  A.,T,)  +  .l.(a„?„  ...,X.„T,) 
^'')  )  -+-ET(a..;ï,,...,A.,a„p,....,A,). 

,7,  étant  le  potentiel  tliermodynami(pie  interne  de  la  partie  i,  consi- 
dérée isolément  : 

j.,  étant  le  potentiel  lliermodynaniique  interne  de  la  [)artie  2,  consi- 
dérée isolément; 

EM'  étant  le  potentiel  des  actions  mutuelles  des  corps  i  et  2. 

Entre  les  vitesses  a',.  ^',,  ...,  a,,  a^,  p,,  ...,  A.,,  les  conditions  (  i)- 
donnent  les  A  relations 

.  M  ;  a ,  -^ . . .  + 1>  ;  /,;  4-  M  :  a.  -^ . . .  -+-  P.:  a;  =  „, 

'^')  ■•• ■■■- 

(  M'  «:+... + 1"  x;  ■+-  M'  «;,+...  4- 1>'.  >, . .-  „. 
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Supposons  le  syslcmc  dèrnii'  dr  loiilc  viscosiic  et  de  tout  frolle- 
nteiil  ;   ikjus   aurons  alors,  pour  (''{|uaLions   du    niouvi'niciil    ilii   sys- 

'         07.,       '  '         dt  Oi-,  '  ' 


(M) 

ô 


L,-4-(i,^K^^-€)-^g  +  n'p;+...-Min-=o, 


[^\bis) 


(  A.,-  ^(S.,^\W--^)~  4-,  ^  +n'M.',+...  +  lFM^,  =  o, 


d    c/£ 


f  (.fo  +  K^r-a-)-^,  ^+  irp',+...+  ii 


Dans  ces  équations  : 

C  est  la  force  vive  du  système; 

A|,  ...,  L,   sont  les  actions  que  les  corps  étrangers  exercent  snr  le 

corps  I  ; 
Aj,  ...,  L,  sont  les  actions  qne  les  corps  étrangers  exercent  sur  le 

corps  2  ; 
enfin  II',  H-,  . . .,  n*  sont  des  quantités  (jui  dépendent  de 

a,,  ...,  A,,  T,,      a,,  ...,  \.,,  Tj, 
a',,  . . .,  A',,  a'.,,  . . .,  X!,, 

mais  point  (^)  des  quantités 

a'ï,  . . .,  A'Î,      a",  . . .,  X". 

Le   nombre   des  équations   du   mouvement  (3),   (1),   ( /(  bis)  esl 

(')  Commentaire  aux  principes  de  la  Thermodynamique,  W"  Partie,  Clia- 
|)ilre  III,  n"  7  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  4"  série,  t.  X, 
p.  u55;i894). 

(^)  Pour  la  démonslralion  de  ce  point,  voir  Théorie  llicrnmd ynuntiijuc  de  la 
viscosité,  du  frottement  et  des  faux  équilibres  clii/niques.  l"'  Parlie,  Clia- 
pilre  I,  §  k. 
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(^„i  _;_ /,__!_  A),  en   désig^nant   par  n,   le   nombre  des  variables    nor- 
males a,.  ^,,  ...,  X,  et  par  n..  le  nombre  des  variables  normales  a., 

D'autre  part,  nous  avons  à  déterminer,  en  fonctions  du  temps  /, 

les  (n,  -h  I  )  variables  a,,  [i,,  . .  .,  A,,  T,  ; 
les  (/?,-+-  I  )  variables  a^,  ^^,  . ..,  A.,  T^  ; 
les  A-  variables  auxiliaires  I!,,  IL,  . . .,  U^. 

Soit,  en  tout,  («,  -h  n^  +  k  -h  ■2)  variables. 
D'où  la  proposition  suivante  : 

Le  nombre  des  équations  que  la  Therntodynamique  fournit  pour 
déterminer  le  mouvement  d'un  système  est  inférieur  au  nombre 
de  variables  à  déterminer  d'autant  d'unités  qu'il  y  a,  dans  le 
système,  de  parties  susceptibles  d'être  portées  à  des  températures 
différentes. 

Pour  compléter  la  mise  en  équations  du  problème  dynamique, 
il  faudra  emprunter  à  des  hypotlièses  étrangères  à  la  Thermody- 
namique un  nombre  de  relations  supplémentaires  égal  au  nombre 
de  ces  parties. 

Soient 

(5)  0,=^o,  ô,  =  0 

ces  relations  supplémentaires. 

Multiplions  respectivement  les  deux  membres  des  équations  (4)  par 
a',,  ^',,  ...,  X'i  et  les  deux  membres  des  équations  (4  bis)  par  a'^, 
^!,.  ...,  X.,.  Ajoutons  membre  à  membre  les  résultats  obtenus  en 
tenant  roinpie  des  éfjalités  (3).  \ous  trouvons 

A ,  a',  -f- ...  -H    L ,  a',  -+-  -A ,,  a!,  -H ...  -I-  Lo  a!. 


SM|)p(isfnis  (|uc   les  aclioiis  exercées  sur  \c  svsièiiic  |i:ii-  l( 
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('Irangers  à  ce  syslcmc  flépcndciU  crLin  polnilii'l 
Q(a,,  ...,  A,,      a,,  ...,  A,). 
L'égalilc  procédeiile  deviendra 

Pou/-  qui-  celle  lelalion  {G)  fournisse  inuiK'dialenienl  une  inlé- 
grale  preinièie  ((ntégrale  des  forces  vives)  des  éqiialions  du 
second  ordre  (/f)  et  (4  bis)^  il  faut  cl  il  sujfil  que  F  expression 

représente,  soit  d'ellc-niênie.  soil  en  vertu  des  èquulidiis  sapplê- 
menlaires  {^),  la  diffàn'ulielie  totale  d' une  fonction  de  a,,  ...,  ).,, 
a„...,A„T;,T,. 


II.  —  Des  systèmes  classiques. 

La  fonction  i^  ne  dépend  que  des  variables  a,,  [i,,  ...,  A,,  T,;  la 
fonction  cf^  ne  dépend  que  des  variables  a^,  |3o,  . . .,  A^,  T^;  [)()ur  que 
l'expression 

^  r/  J    ,   -t-    -r=^  rf  1  „ 

soil,  par  elle-nièLiie,  une  dillérentielle  totale,  il  l'aiit  el  il  suflil  cpie  -^ 

soit  une  foncliou  de  la  seule  vaiiablc  T,  et  que  ^^  soil   une  ioïKiiou 
de  la  seule  variable  To.  Donc  : 

Pour  qu'un  systr'/ne,  soumis  à  des  actions  e.ctérieiires  qui  dé- 
rivent d'un  potentiel,  adniclte  une  intégrale  des  forces  rives,  quelle 
que  soit  la  forme  des  relations  supplémentaires,  il  faut  et  il  sujfit 

Jotirii.  de  Math.  (5'  série),  tome  1\'.  —  Fasc.  I,   iSi)>*.  - 
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(lUf  l'on  ail 

I  i.(a A,.T,)  =  (n(T.)-^lv}.(a,,....'A,V 

^''  i  ^,(>, A„T,)=g,(T,)+E^]>,(>„...,A,). 

Nous  donnerons  le  nom  de  systèmes  classiques  aux  systèmes  pour 
lesquels  les  égailles  (7)  sont  vérifiées,  et  qui  sont  dénués  de  toute 
viscosité  et  de  tout  frottement. 

Donnons  un  exemple  de  semblables  systèmes;  cet  exemple  jusli- 
liera  la  dénoininalion  de  systinnes  classir/i/es  (juc  nous  leur  avons 
attribuée. 

Imaginons  un  noMd)re  quelconque  de  corps  c,.  c\,  c'[,  ...,  tous  à  la 
même  température,  variable  d'un  instant  à  l'autre,  T,.  Supposons  (juc 
cliacun  de  ces  corps  soit  un  solide  invariable,  d'état  invariable,  saul  la 
Innpéralure;  le  potentiel  thermodynamique  interne  de  chacun  d'eux 
es!  une  fonction  de  la  température  seule;  désignons  par  ^'-.(T,), 
:f',  (T,),  o-^'(T|),  ...  les  potentiels  thermodynamiques  internes  des 
corps  c, ,  c\,  c'[. 

Pour  former  le  système  partiel  i,  prenons  les  corps  r,,  c\,  c'[,  ...  et 
laissons-les  indépendants  les  uns  des  autres,  ou  l)ien  unissons-les  par 
des  liaisons  bilatérales  sans  viscosité  ni  frottement.  Le  système  par- 
tiel I  sera  alors  un  svslème  sans  viscosité  ni  frottement.  Si  nous  dési- 
gnons par  a,,  [i,,  ...,  X,  les  variables  indépendantes  qui  fixent  la 
position  relative  des  corps  c,,  c\,  c",,  ...,  le  polmliel  ihermodyna- 
niiqueinlerne  du  système  partiel  i  sera 

J,(a.,;i.,...,A,,TO 

=  -.(T.)  +  /.(T.)+.^:(T,)-l-...+  lv},(a..? 1,\ 

lvJ/,(a, ,  3, ,  ....  A,)  ('tant  le  j)Otcnliel  des  actions  muluelles  des  cor|)s  c, , 
c\,c",,.... 

Ce  polenlicl  liiernio<i\  naniii|ui"  inlernc  a  la  forme  présentée  en  la 
[)remière  égalité  (  7  ). 

Formons  d'une  manière  analogue  les  systèmes  partiels  j,  . . .  el  lais- 
sons-les indépendants  les  uns  des  autres,  ou  bien  associons-les  par  des 
liaisons  bilatérales  sans  viscosité  ni  frottement;  nous  obtiendrons  tin 
système  classique. 
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Kt  l'on  voit,  en  effet,  qu'un  tel  systènir.  (jù  l'on  peut  iillrihurr  ;ui\ 
corps  c,,  c'|,  c'[,  ...  des  dimensions  très  petites  telles  (jue  celles  que 
certaines  Ecoles  allribuent  aux  molécules,  constitue  bien  le  type  gé- 
néral des  systèmes  que  Ton  considérait  en  Mécanique  avant  répor]ue 
récente  où  la  Thermodynamique  est  venue  élart;irle  champ  de  {riii' 
Science. 

Examinons  les  propriétés  que  la  Thermodynamique  attribue  à  ces 
systèmes  classiques;  cet  examen  sera  d'importance,  car  il  nous  rensei- 
gnera sur  les  liens  qui  unissent  l'ancienne  Mécanicpie  à  la  nouvelle 
Thermodynamique. 

Nous  avons  vu,  tout  d'abord,  que,  pot/r  qu'un  syslcmc  classiqur 
admette  une  intégrale  des  forces  vives,  il  faut  et  il  suffit  qu'il  soit 
soumis  à  des  actions  extérieures  qui  dérivent  d'un  potentiel  ii. 

Désignons,  en  effet,  par  (î,(T,),  (t^(T^  j,  . . .  des  fonctions  définies 
par  les  égalités 

L'égalité  (6)  deviendra,  en  vertu  des  égalités  (7)  et  (8), 

(9)  ^(i2  ^  j,^  j^  _(j.  _  g^  +  [■: T  +  Z)  =  o, 

ou  bien  encore 

(10)  ^^  I  i2  +  E(  ■!,  4-  •!,  +  W)  +21=0. 

Appliquons  cette  dernière  forme  à  lexenqile  du  système  classique  que 
nous  avons  défini  tout  à  l'heure. 

E(']>,-f-  •}.  -1-  W)  sera,  dans  ce  cas,  le  potentiel  de  toutes  les  actions 
que  les  corps  c,,  c', ,  c\,  . . .,  c,,  c'.,,  . . .  exercent  les  uns  sur  les  autres. 
L'égalité  (ro)  conduit  donc,  pour  un  tel  système,  à  la  proposition  sui- 
vante : 

La  somme  de  la  force  tHve,  du  potentiel  des  actions  e.itérieures 
cL  du  potentiel  des  actions  intérieures  demeure  invariable  pen- 
dant tout  mouvement  du  système. 
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On  retrouve  bien  renoncé  du   ihéorèine  de  la  force  vive,  tel  que  le 

fournil  la  Mécanique  classiciue. 

Liénergie  interne  I     d'un  système  est  donnée,  en  yénéral,  par  la 
formule 

En  vertu  des  éoalilés  (  2  )  et  (7  ),  cette  égalité  devient,  pour  un  système 

classi(pie, 

.    KL"  =  K(i,  +  i.,  -4-  M-)+  <,',(T,)— T,  ^(n(T,) 
\  '  dl. 

Posons 

(12)     KA(T,,TO=(,\(T,)-  T,'^^)^^  +(,>,(T,)-T./^^i^^ 

et  r(''galil(''  pr(''C(''(leule  deviendia 

(i:V)  U  =  '|,+  'j.,-f-T  +  A(T.,T,). 

lùi  \ertu  des  égalilés(  7 )  et  (i  i  ),  les  écpiations  ('()  et  (^4  his)  pi-eniienl 
la  forme  suivante,  (]ui  constitue  ainsi  une  forme  acce[)lal)le  des  écpia- 
tions  du  mouvemcnl  d'un  système  classique  : 


04) 


(  1 4  Ihh  ) 


A ^rFT^  —  «E>—  -  —  +  H'M'  -i-       -1-  11^  M*  =  o 


L,  _    t  (EU  -  €)  -  ~  4^  +  11'  P;  +  . . .  +  IF  P*  =  o, 

A.,  _  -^  (Ei:  -  Si  )  -  -~  ?4  +  ir  vi!  -4- . . .  +  ip \p,  =  o, 


L..  _  -i (EU  "-«£)-  ^,  ^-^  +  II'  P!  +  . . .  ^-  IP  P*.  ^  o. 


Dans  h's  l'inuilnjus  il  11  ninu\iiii<-iil  il' un  systrnx'  (■/(i.s.sif///(',   un 
peut, au  nolfiilli'l  tliiTnnuhnaniii/iic  inli-rin'  dn  syslrinr.  suhslllnri- 
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le  produit  de  l'é/icrgif  i/itm/f  par  /'éqin\alefit  mécanique  de  la 
chaleur. 

Nous  avions  déjà  indiqué  (')  que  les  équations  du  niouvcnienl  des 
systèmes  que  l'on  étudie  en  Mécanique  pouvaient  être  mises  sous  les 
formes  (i4)  et  (i4  bis). 

Les  coefficients  calorifiques  d'un  système  à  liaisons  bilatérales  sont 
donnés  par  les  égalités  (-) 

E^  _  4?  +  4  ^  _^  A.  -  n'  m;  -  . . .    -  \VM\  =  KK.  , 

(Jot,  rf«,  dt    dot,  '  1  JC,; 

^'^^        ;  E^_  '^^^  ^_L,  _irp;  _...-n*P:  =  EH,, 
E^-  ^  +  ~^-A,-n'M.'.-...-mM^,=  ER,, 

da.,  c'a»  dt  or,  -  -  ■ 


(.5  hi.s)   '  E^  _  ^  _^  ^  ^  _  L_  n'P',  -...  -  nM^!=  EH,  , 

'        01.,  0/^2  'It  01,,  •  -  -  '- 

!  t)l,  ' 

En  vertu  des  égalités  (i  i\  i'i-\),  (i4  ^'-5),  ces  égalités  deviennent 
(i6)       Rj  =  o,     ...,     R-  =  o,         R^.=  o,     ...,     R-,^  =  o, 
I    V,.   —        T   ^^(ii(Ti) 

ri7)  < 


(')  Commentaire  aux  principes  de  la  Tliermody namique ,  \"  Partie.  Cha- 
pitre 111,  n°  i  {Journalde  Mathématiques  purex  et  appliquées,  '("série,  t.  \1I1, 
p.  324  ;  iSga)- 

(')  Commentaire  aux  principes  de  la  Tliermodynamique,  111''  Partie,  Cha- 
pitre 111,  n'  8  {Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées.  4'"  série,  t.  \. 
p.  2.56;  iSg^). 
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Pour  un  syslcnw  dassiqur,  tous  Ir.s  coefficients  calorifiques  sont 
nuls,  sauf  la  capacité  calorifique  de  chacune  des  parties  de  tempe- 
rature  uniforme  ;  cette  capacité  calorifique  est  une  fonction  de  la 
température  seule. 

Nous  avons  déjà  signalé  ('),  dans  la  dôlinition  de  l'entropie,  le 
rôle  exceptionnel  joué  par  les  systèmes  que  caractérisent  (es  éga- 
lités (i6)  et  (17). 

La  quantité  de  chaleur  oQ  que  le  système  dégage  dans  une  modifi- 
cation réelle  ou  virtuelle  quelconque  aura  ])our  valeur 

(;i8)  §Q  =  -(c,ôT,4-c,,oT,), 

ou  bien  encore,  en  vertu  des  égalités  (12)  et  (17), 

(i())  oo  =  -oArr,,T,). 

La  quantité  de  chaleur  dégagée  par  le  système  durant  une  mo- 
dification réelle  ou  virtuelle  quelconque  est  la  différentielle  totale 
d'une  fonction  uniforme  de  l'état  du  système. 

\a\  fonction  a  (  T,,  To)  joue  exactement  ici  le  rôle  de  ce  que  les 
anciens  physiciens  nommaient  quantité  de  calorique  libre  contenue 
dans  le  système;  de  plus,  pour  ces  j)hysiciens,  la  quantité  de  calo- 
rique latent  contenue  dans  notre  système  eût  été  invariai)li'. 

En  vertu  des  égalités  (7),  qui  caractérisent  un  syslènu-  classicjue, 
les  équations  du  mouvement  (  "î)  *"!  (  {  ^''•^)  deviennent 

A,  _  J^E(,i„  ^11-^4-  4^  -  T,  -'i^  +  n'M;  -....+ mMt  =  , 

'  t)a,       ^^  '         c'a,  al  t'a,  '  ' 


-»-K(+.  +  "''^-5-aê-n''';  +  -+"*''' 


(')  Coinnicnlnire  ait.v  principes  de  la  TlicintoilYnaniii/iif.  II''  Paitio,  (]liii- 
pitre  111,  n"  6  (Journat  de  Malliéinaliijues  pures  et  npptifjuéex.  4''  série,  l.  IX, 
|).  357;  189.3). 


(•20  bis  ) 
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A.,-  -^E('kH-v')+4^  -  i  i^^-  +  irM.:  +  ...-^nni*,  =  o. 


()/.,      •  '  -  '       d>-        dl  di~^ 


Ces  équations  nous  montrent,  en  prcniiei-  lieu,  ([ue  j)nur  liailer  le 
mouvement  du  système  que  nous  avons  choisi  comme  exemple  de 
système  classique  on  peut,  dans  les  équations  du  mouvement  fournies 
par  la  Thermodynamique,  substituer  au  potentiel  thermodynaniitpie 
interne  de  chacun  des  systèmes  partiels  i  et  i  le  potentiel  des  actions 
intérieures  à  chacun  de  ces  systèmes;  on  letrouve  ainsi  les  équations 
bien  connues  de  la  Dynamique.  Mais  les  écjuations  (20)  et  (  20  his) 
conduisent  à  une  conséquence  plus  générale,  car  elle  s'applique  à  tous 
les  systèmes  classiques  : 

Les  (/«iH-zio)  équations  (20)  et  (20  bis),  jointes  aux  /.  équa- 
tions (!3),  peuvent  être  regardées  comme  (//,-+- //^ -i- A)  équations 
linéaires  entre  les  (  «,  -h  «^  -t-  A)  inconnues 

a'I,  . . .,  A.'[,      a.",.  . . .,  A°, 

n',    n%    ...,    IF. 

Ces  («,  H- //o  + />  )  inconnues  sont  déterminées  en  fonctions  des 
coefficients  des  ('«,-+- //^ -h  A)  équations  linéaires;  or  les  tempéra- 
tures T,,  1\  des  diverses  parties  du  système  ne  figurent  dans  aucun 
de  ces  coefficients:  nous  pouvons  donc,  en  parliculier,  éuonc(U'  la  pro- 
position suivante  : 

.    Les  quantités  H',  H-,    ...,   IP  sont  indépendantes  des  tempéra- 
tures T,,  Tj  des  diverses  parties  du  système. 

Cette  proposition  entraîne,  à  son  tour,  la  suivante  : 

Lorsque  b'  système  cliidié  csl  un  système  classique  l'iitrc  les 
i^n^-\-  n.^)  fonctions  inconnues  c/.^{t),  ...,  A,(/),  y--Aj)'  ■ .  -.'/^..i  t)  et 
les  II  fonctions  inconnues  auxiliaires  H',  II-,  . . .,  IF,  on  peut  écrire 
les  (//,  -H  «o  -t-  A  )  équations  différentielles  (3).  (20)  et  { 20  bis),  où 
ne  figurent  pas  les  températures  des  diverses  pai-ties  du  système. 
Ces  équations  suffisent,    nors   île   toute   relation   supplementaii'e. 


pour  dèlcnrnncr  Irs  lois  siii\ant  lesquelles  le  système  se  déplace  et 
se  modifie,  à  Vexccption  de  la  loi  suivant  laquelle  j^arie  la  tempé- 
rature de  chaque  partie  du  système. 

Une  fois  le  mouiement  du  système  connu,  les  relations  supplé- 
mentaires déterminent  la  loi  suivant  laquelle  varie  la  température 
de  cliaque partie  du  système. 

(  )ii  comprend  ainsi  comment  Lagrangc  a  pu  dcveloppei'  les  lois  de 
la  Mécanique  des  systèmes  formés  de  solides  sans  s'occuper  des  varia- 
lions  de  la  température  de  ces  corps  et  P'ourier  traiter  des  variations 
de  la  température  de  ces  mêmes  corps  solides  sans  s'occuper  de  leur 
mouvement;  comment  on  peut  étudier  le  mouvement  de  la  Terre, 
assimilée  à  un  solide  rigide,  sans  se  préoccuper  de  la  température  de 
cet  astre  et  étudier  le  refroidissement  du  globe  terrestre  sans  se  préoc- 
cuper de  son  mouvement. 

Une  telle  indépendance  entre  les  problèmes  qui  ressortissenl  à  la 
Mécanique  et  les  problèmes  qui  ressortissenl  à  la  Théorie  de  la  cha- 
leur n'existe  plus  lorsque  les  systèmes  auxquels  on  a  affaire  ne  sont 
plus  des  systèmes  classiques  ;  si,  par  exemple,  au  lieu  de  regarder  la 
Terre  comme  un  solide  rigide,  d'état  invariable,  on  tient  compte  des 
cliangements  de  volume,  de  forme,  d'état  physique  et  chimique  qui 
accompagnent  son  refroidissement,  on  ne  peut  pins  séparer  le  pro- 
blème du  mouvement  de  la  Terre  el  le  i)roblème  du  refroidissement 
terrestre. 


III.  —  Des  systèmes  qui  admettent  une  intégrale  des  forces   vives 
en  vertu  des  relations  supplémentaires. 

Lorst[u'on  n'a  pas  affaire  à  un  svstènie  classiipie,  re\|)i'("ssion 

d'\\  '  JT;  - 

n'est  pins  une  différentielle  totale.  Mais  il  penl  arriver  <pie  les  é(]ua- 
lioiis  suppli'menlaires  (5)  enlraiiient  une  égalilé  de  la  l'orme 

djj_  dT\(t)        djj.  dT^jt)  _  rfF (0 
V  "  V  ()j        dt       "^  dT^       cit       ~      dt     ' 
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Dans  ce  cas,  ol  dans  ce  cas  seulement,  le  système  admettra  iiin'  inlé- 
grale  des  forces  vives,  qui,  en  vertu  des  égalités  (G)  et  (21  j,  sera  de 
la  forme 

(  22  )  O  +  ,f ,  -+-  J,  -)-  !•] ^r  +  ^  -  -  F  (  /  )  =  const . 

On  peut  imaginer  une  intinilé  de  formes  des  relations  supplémen- 
taires (5),  telles  qu'une  égalité  de  la  forme  (21)  soit  vérifiée;  citons-en 
cjuelques  exemples  remarquables. 

Imaginons  que  les  relations  supplémentaires  (;"))  entraînent  cette 
conséquence  : 

Toute  modi /iration  du  sy.ttèmf  étudié  est  adiahatiquc 

Le  système  étant  dénué  de  viscosité,  la  quantité  de  cliai(Mir  dégagée 
dans  une  modification  réelle  ou  virtuelle  a  pour  valeur 

r^Q  =  _  (  R^^  r:a,  +  .  .  .  +  R-,_  OA,  +  C,  OT,  +  \\^  07.,  -^...^  \\  ol,  +  c,  0T3  ), 


T,      rf^f, 


1"'  R  O^tOT 

T,      OKi, 


E   d^,OT, 


i^'ibis)  {   ^  T,     ÔKf, 


E  cy/,dT, 

__  T,  d^ 
^-~        E    dT\' 

Dire  que,  par  suite  des  équations  ( ,)),  toute  modification  réelle  du 
système  est  adiabatique,  c'est  dire  que  les  équalions  (5)  cntraîneni 

Joiirn.  de   MiUli.  (>■  série),  tome  IV.  —   Kiisc.  I,  189N.  ^) 


1»  r-     DUHEM. 


qui  peut  encore  sécrh'e 

^,    dt    '^  àJ,   dt    '~  dt\    '  01^''^     -dTj' 
Cette  égalité  prend  la  forme  (21)  si  l'on  pose 

F  -  T  ^  +  T  ^  ■ 

II  existe  donc  une  intégrale  des  forces  vives  qui  est,  en  vertu  de  Téga- 

lité(22), 

ii  +  -f ,  -  T,  '^  +  3.,  -  T..  ^  +  E^'  +  (î  =  const. 

ou  bien 

il  -4-  EU  +  ÎL  =  const., 

relation  qui,  pour  une  modification  adiabatique  accomplie  sous  des 
actions  extérieures  qui  dérivent  d'un  potentiel,  découle  inimédialc- 
nicnt  du  principe  de  la  conservation  de  l'énergie. 

Une  des  formes  d'équations  complémentaires  qui  entraînent  les 
conséquences  que  nous  venons  de  détailler  s'obtient  en  exprimant  que, 
durant  une  modification  réelle  du  système,  chacune  des  parties  qui 
le  composent  ne  reçoit  ni  ne  cède  de  c/ia/cu/'/ c'est-à-dire  en  écrivant 
(juc  Ton  a 

llj^^a',  -H. . .+  fi>.,/^,  -i-  c^T\  =  o, 

ou  bien,  en  vertu  des  égalités  (23)  et  (28  bis), 
d    d^i  d  J-'t^ 
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Ce  sont  précisément  les  relations  supplémentaires  introduites  par  La- 
place  dans  la  théorie  de  la  propagation  du  son  au  sein  d'une  masse 
d'air. 

On  obtient  encore  une  relation  de  la  forme  (21)  si  l'on  prend  pour 
relations  supplémentaires  les  relations 

ciT,  dT., 

—r-  =  o,  -  j— "  =  O, 

dt  '  de  ' 

ou,  en  d'autres  termes,  si  l'on  suppose  que  chaque  partie  du  système 
garde  une  température  invariable  pendant  que  le  système  se  modi- 
fie; on  a  alors 

F(0=o 

et  l'intégrale  des  forces  vives  (11)  prend  la  forme 

0  -I-  jf, -t-  #2  -f-  E^^  -I-  £  =  const., 

qui  est  ainsi  la  forme  de  l'intégrale  des  forces  vives  pour  les  modifica- 
tions isothermiques. 

On  sait  que  cette  forme  de  relations  supplémentaires  (  '  )  avait  été 
introduite  par  Newton  et  les  géomètres  du  xviii"  siècle  dans  la 
théorie  du  son. 

Ces  considérations  montrent  que  les  questions  qui  ressortissent  à 
la  Thermodynamique  ont  dû  solliciter  l'attention  des  physiciens  dès 
qu'on  a  voulu  aborder  l'étude  de  systèmes  autres  que  des  systèmes 
classiques;  et,  en  fait,  c'est  la  théorie  de  la  propagation  du  son  dans 
l'air  qui  a  provoqué  Laplace  à  créer  la  Tliermodynamique. 

(')  Au  sujet  de  ces  deux  formes  de  relations  supplémentaires,  voir  L.  Xatax- 
soN,  Zeilschrift  fi'ir  physikalisclie  Clieniie.  Bd.  WH',  p.  3o2  ;  1S97. 
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Sur  les  groupes   d'ordre  p'" <f 
Par  m.   Camille  JORDAN. 


-\J.  Sylow  a  démontré  qu'un  groupe  crordre  /j'"  (/?  premier,  m  >■  i) 
est  nécessairement  composé. 

jSI.  Frobenius  a  étendu  celle  proposition  aux  groupes  d'ordre //"y 
(^  premier  et  différent  de/j). 

Nous  allons  montrer  (|u"elle  subsiste  encore  pour  les  groupes 
d'ordre  p'" q- . 

1.  Rappelons  d'abord  «juelques  propositions  fondamentales,  dues 
à  M.  Sylow  et  qui  nous  serviront  de  point  de  départ  : 

I"  Un  groupe  G,  dont  l'ordre  est  divisible  par  p'"  (sans  l'èlre  par 
p'"^'  ),  contient  des  sous-groupes  II,  H',  ...  d'ordre yj'". 

2°  Ces  groupes  sont  les  transformés  d'un  seul  d'entre  eux  par  les 
diverses  substitutions  de  G. 

3°  Tout  sous-groupe  d'ordre  iv'i.y.  rm)  contenu  dans  G  est  contenu 
dans  l'un  au  moins  des  groupes  H,  II',  . . .;  il  peut  èlrc  commun  à  plu- 
sieurs d'entre  eux. 

4"  Si  /»"  est  l'ordre  maximum  des  sous-groupes  communs  aux 
groupes  H,  H', . . .,  considérés  deux  à  deux,  le  nombre  b  des  groupes  H, 
H',  . . .  sera  congru  à  i  suivant  le  module//""". 

5°  Si/)'"aest  l'ordre  du  groupe  formé  parcelles  des  substitutions 
de  G  qui  sont  permutables  à  II,  l'ordre  de  G  sera  égal  i\p"'ab. 

M.  Sylow  établit  ensuite  qu'un  groupe  H  d'ordre  p'"  est  composé  en 


2  2  CAMILLE    JORDAN. 

monlrant  qu'il  conlienl  nécessairement  des  sul)Stilutions  échangeables 
à  toutes  celles  de  H . 

On  pourrait  arriver  au  même  résultat  en  se  fondant  sur  le  lemme 
suivant,  qui  nous  sera  utile  : 

2.  Lemme.  —  Si  un  groupe  H  d'ordre  p'"  contient  un  sous-groupe  I 
d'ordre  /?",  les  substitutions  de  II  permutables  à  I  formeront  un 
groupe  d'ordre  p^,  où  p  >  «• 

En  effet,  si  ^  était  égal  à  a,  les  transformés  I,  I',  ...  de  I  par  les 
substitutions  de  H  seraient  en  nombre  p"'-"  et  chacun  d'eux  jouirait 
comme  H  de  la  propriété  de  n'être  permutable  qu'à  ses  propres  substi- 
tutions. 

Knumérons,  d'autre  part,  les  groupes  1,1,  ...  en  associant  dans  une 
même  classe  ceux  que  les  substitutions  de  I  transforment  les  uns  dans 
les  autres.  Le  groupe  I,  constamment  transformé  en  lui-même,  restera 
isolé.  Tout  autre  groupe  I'  donnera />""*'  transformés,  si  />"'  est  l'ordre 
du  sous-groupe  formé  par  les  substitutions  communes  à  I  et  à  I'  (car 
ce  sont  les  seules,  par  hypothèse,  qui  soient  permutables  à  1'); 
y.'  étant  •<  «,  le  nombre  des  groupes  contenus  dans  la  classe  de  I' 
serait  un  multiple  de  p-,  de  même  pour  chacune  des  autres  classes.  On 
aurait  donc  la  relation  impossible 

p"'~^Es  I    (mod  p). 

3.  Théorème.  —  Un  groupe  d,  d'ordre  p'" q-,  est  composé. 

Il  contient,  en  elTet,  des  sous-groupes  d'ordre//",  eu  uoiul)re  i,  y 
1(11  q- . 

S'il  nen  contient  ([u'un  seul.  II,  il  sera  iuvaiiant  el  (i  sera  composé. 

4.  S'il  en  contient  y,  1I| ,  ...,  11,^  les  substitutions  de  (j  les  |)eruui- 
leront  les  uns  dans  les  autres.  Ces  (i(''|ilaci'nienls  formcroiil  un  gi'oupc 
de  degré  q  et  isomorphe  à  (i. 

Mais  tout  groupe  G  (d'ordre/?'"^-)  cpii  admet  un  isomorphe  V  dont 
le  degré  d  soit  <^'i-q  est  composé.  Car  l'ordre  de  F  divisant  d\  ne 
pourra  être  divisible  par  q- .  Lisomorphismc  sera  donc  niériédrique. 
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et  G  conliciiclra  un  sous-groupe  invariaiil,  formé  par  celles  de  ses  sub- 
slitutions  qui  correspondent  à  la  substitution  i  du  groupe  F. 

o.  Admettons  enfin  cpie  G  contienne  q-  sous-groupes  II,  11  ,  ..., 
d'ordre  p'" . 

Si  ces  groupes,  considérés  deux  à  deux,  n'ont  d'autre  sujjslitution 
commune  que  l'unité,  ils  contiendront  en  tout  ^-(/>"'  —  i)  substitutions 
dont  l'ordre  est  une  puissance  de/>;  elles  seront  distinctes  par  hypo- 
thèse ;  donc  G  contiendra  exactement  q-  substitutions  dont  l'ordre  soit 
premier  à  p.  Mais  il  contient  au  moins  un  sous-groupe  g  dordre  q-. 
Celui-ci  sera  évidemment  formé  des  q-  substitutions  en  question.  H 
sera  donc  unique  de  son  espèce.  Il  sera  donc  invariant  et  G  sera  com- 
posé. 

(i.  Admettons  au  contraire  que  parmi  les  groupes  H,  H',  ...  il  en 
est  qui  aient  des  substitutions  communes  autres  que  Tunité.  Soit  I  un 
sous-groupe  d'ordre  maximum  p'^  parmi  ceux  qui  sont  contenus  à  la 

fois  dans  plusieurs  groupes  de  la  suite  H,  H',  ...  ;  et  soient  H,,  IL,  

H^  ceux  des  groupes  de  cette  suite  qui  contiennent  I. 

Soient  respectivement 

K,,     K,.     ..,,     K„     r 

les  groupes  formés  par  celles  des  substitutions  des  groupes 

H.,     H„     ...,     H„     G, 

qui  sont  permutables  aux  substitutions  de  1  :  soient  enlin 

p^,     /A,      ....     p'^q' 

les  ordres  de  ces  groupes. 

Les  groupes  K,,  Ko,  ...,  K^  seront  tous  diflércnls,  car  leur  ordre 
est  >/j''(2).  Si  deux  d'entre  eux,  K,  et  K.  étaient  identiques.  II,  et 
IL  auraient  plus  de  /?' sulistitutions  communes,  conlie  l'hypotlièse. 
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Ils  se  confondent  respectivement  avec  les  sous-gToiipes 

d'ordre  p''  que  contient  le  groupe  F. 

Kn  effet.  K, ,  par  exemple,  étant  contenu  dans  F,  sera  nécessairement 
contenu  dans  Fun  au  moins  des  sous-groupes  <X ,  tel  que  [K,.  Celui-ci 
devra  lui-même  être  contenu  dans  Fun  des  groupes  H.  Ce  dernier, 
ayant  plus  de  /)"  substitutions  communes  avec  H,,  se  confondra  avec 
lui  ;  mais  K,  contient  toutes  les  substitutions  communes  à  F  et  à  H,  ; 
il  contiendra  donc  ;x,;  étant  lui-même  contenu  dans  m,,  il  lui  sera 
identique. 

On  aura  par  suite  ^  =  [3,  ==  !îo  ^. . .  >  a. 

7.  Réciproquement,  soit  fK',  Fun  quelconque  des  sous-groupes  .'H'. 
11  sera  contenu  dans  Fun  des  groupes  H  et  dans  un  seul,  car  son  ordre 
est  >/j'.  Ce  dernier  groupe  appartiendra  à  la  suite 

II, H, 

de  ceux  qui  contiennent  I.  En  cifet,  3e,  contient  K,  qui  contient  lui- 
même  I.  Ce  sous-groupe  invariant  sera  contenu  dans  les  transformés 
de  ac,  par  les  substitutions  de  F;  or,  îK,-  est  Fun  de  ces  transformes. 

Soit  donc  II,  celui  des  groupes  II  qui  contient  Df,.  Le  groupe  k, 
formé  par  les  substitutions  communes  à  H,  et  à  F  contiendra  îk,.  Ayant 
le  même  ordre  que  ce  dernier  groupe,  il  se  confondra  avec  lui. 

8.  Remarquons  enfin  que  Of,  étant  contenu  dans  un  seul  groupe  II, 
à  savoir  H,,  toute  substitution  de  G  permutable  à  dc,  le  sera  à  II,.  Or 
les  groupes  H  étant  en  nombre  q-.  chacun  d'eux  n'est  pernuilal^le 
qu'à  ses  propres  substitutions.  Donc  celles  des  substitutions  de  F  ([ui 
sont  permutables  à  <'K,  seront  communes  à  F  et  à  If,,  el,  par  suite, 
a|)partiendronl  à  rx,.  Le  nombre  des  groupes  ;x,,  jx^,,  ...,  ;X/  sera 
donc  q' .  Donc 

l-q\ 

Le  nondjre  des  groupes  11  (pii  oui  en  commun  le  sous-groupe  I  sei"i 
donc  égal  à  q* .  Mais  il  est  >  i  par  hypothèse:  donc  A  —  i  ou  >.. 
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Si  >.  =  2,  I  ('tant  coniiuun  à  tous  les  groupes  H  sera  un  soiis- 
fii-oupe  invariant  de  (1  qui  ne  sera  pas  priuiilif. 

9.  Jusqu'ici  nous  n'avons  guère  fait  que  suivre  la  marche  adoptée 
par  M.  Frobenius  pour  l'étude  des  groupes  d'ordre  p"'q.  Mais  une 
considération  nouvelle  est  nécessaire  pour  traiter  le  cas  où  A  =  r,  qu'il 
nous  reste  à  examiner. 

On  a  dans  ce  cas  ^r*  groupes  II  d'ordre  p'':  q  d'entre  eux  contiennent 
le  sous-groupe  I;  celui-ci,  transformé  par  les  substitutions  de  (1,  don- 
nera At^  =  n"'-'^q  transformés  distincts  I,  1',  ...  dont  chacun  sera 

contenu  dans  q  groupes  II. 

Réciproquement  chacun  des  q-  groupes  H  devra  contenir /j"'~î' sous- 
groupes  de  la  suite  I,  I' 

10.  En  particulier,  les  q  groupes  II,,  . . .,  11^  qui  contiennent  I  fet 
n'ont  aucune  autre  substitution  commune)  contiendront  en  tout 


fl^-P' 


'-?- 


sous-groupes  de  la  suite  I,  l,  ...  tous  distincts.  Il  restera  donc  q  —  i 
sous-groupes  I'.  ...,  I''"'  qui  ne  figurent  dans  aucun  des  groupes 
II,.  . . .,  H^  où  I  ligure. 

Les  substitutions  permutables  à  I,  en  nombre  p"'^^q,  transformant 
les  groupes  H,,  . . .,  H,,  les  uns  dans  les  autres,  transformeront  exclu- 
sivement entre  eux  les  sous-groupes  I',  . . .,  P~'  qui  n'y  figurent  pas  et 
cela  de  o  manières  différentes,  o  étant  un  diviseur  commun  à  p"''^q  et  à 
(9-1)! 

Les  substitutions  permutables  à  la  fois  à  chacun  des  q  sous-groupes 

I,  r.  . . .,  I*"'  seront  en  nombre  ^—~--,  nombre  divisible  par  q. 

11.  Associons  au  contraire  à  I  un  système  Aq  q  —  \  autres  sous- 
groupes  quelconques  1 , ,  . . . ,  I,,_i .  L'un  au  moins  de  ces  sous-groupes, 

I,  par  exemple,  figurera  dans  l'un  des  groupes  H 11,^,  par  exemple 

dans  H,.  Les  substitutions  permutables  à  la  fois  à  1,  I,,  ...,  \^_^  le 
seront  à  H,;  car  c'est  le  seul  des  groupes  H  qui  contienne  à  la  fois  I 
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et  I|.  Mais  les  groupes  H  étant  en  nombre  q-,  chacun  deux  ne  sera 
permutable  qu'à  ses  propres  substitutions,  en  nombre  p'".  Lordre  du 

groupe  formé  par  les  substitutions  permutables  à  la  fois  à  1, 1,, 1^_, 

sera  donc  un  diviseur  de  p'" . 

12.  Ainsi  à  cbaque  sous-groupe  I  correspond  un  groupe  unique  A 
jouissant  de  la  double  propriété  suivante  :  i"  il  a  pour  ordre  un  mul- 
tiple de  q:  1°  ses  substitutions  sont  permutables  à  q  sous-groupes  1. 
I  .  . . .,  I^'  transformés  de  I.  La  symétrie  de  cet  énoncé  montre  qu'à 
chacun  de  ces  q  sous-groupes  correspondra  le  même  groupe  A. 

Les  sous-groupes  I  étant  au  nombre  de  p"'~^q,  il  y  aura  seulement 
p"'-?  groupes  A.  qui  seront  permutés  les  uns  dans  les  autres  par  les 
substitutions  de  G. 

Leurs  déplacements  forment  un  groupe  (J  isomorphe  à  Ci  el  de 
degré  p"'~^. 

Or,  on  a 

q'^  I  modp'"". 

Donc,  p'"'^  divise  <y-  —  i  ;  el.  comme  (/  -i-  i  et  ^  —  i  ont  pour  plus 
grand  commun  diviseur  2,  il  divisera  2{q  —  n  ou  2(q-j-])  cl  ne 
pourra  surpasser  ce  dernier  nombi-e.  Donc 

P"'-^<~;^<^1         ^•ar.3>a). 
Donc  G,  aduiettanl  un  isomorphe  Ç^  de  degré  <^  -iq,  sera  composé. 
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Les  surfaces  à  coiirlntres  opjwsécs  et  leiii-s  lignes  géodésiqnes 


Par  m.   HADAMARD. 


Dans  un  Mémoire  précédent  ('),  nous  avons  appliqué  les  considé- 
rations élémentaires  de  maximum  et  de  minimum  à  l'étude  des  géodé- 
si([ues  réelles  sur  des  surfaces  quelconques  et  considéré,  en  particulier, 
un  cas  où  les  énoncés  obtenus  prennent  une  forme  particulièrement 
simple  :  celui  des  surfaces  à  courbure  partout  positive.  ,)e  nie  propose 
actuellement  de  traiter,  en  me  plaçant  au  même  point  de  vue,  c'est- 
à-dire  en  restant  dans  le  domaine  réel  et  faisant  complètement  abstrac- 
tion de  la  nature  analytique  de  la  surface,  le  cas  où  la  courbure  est 
partout  négative.  Dans  ce  nouveau  cas,  il  est  possible  d'arriver  à  des 
résultats  beaucoup  plus  complets  que  dans  le  premier  et  d'établir  sans 
difficulté  une  discussion  générale  des  géodésitjues. 

Les  principes  mis  en  œuvre  sont  d'aïUem-s  les  mêmes  que  dans  le 
Mémoire  précédent.  Toutefois,  j'ai  reconnu  que  le  théorème  de  Gauss 
sur  les  polygones  géodésiques  est  susceptible  de  remplacer,  dans  la 
plupart  des  démonstrations,  les  considérations  de  Calcul  différentiel 
dont  je  m'étais  servi  à  cet  endroit;  de  sorte  que,  dans  presque  toute 
la  suite  de  ce  travail,  nous  disposerons  de  deux  voies,  toutes  deux 
extrêmement  élémentaires,  pour  établir  chacune  de  nos  propositions. 
Une  seule  théorie  exige  d'être  approfondie  d'une  façon  spéciale  pour 

(')  Ce  Journal,  même  série,  t.  III,  p.  33i-388;  1897. 
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servir  de  base  au  travail  actuel  :  c'est  YAtialysis  si/i/s  (  '  ),  laquelle, 
ainsi  qu'on  devait  s'y  attendre  après  la  lecture  des  travaux  de  M.  Poiti- 
caré,  joue  un  rôle  essentiel  dans  tout  ce  qui  va  suivre. 

Si  la  méthode  employée  est  simple,  par  contre  les  résultats  auxquels 
nous  parviendrons  sont  compliqués  ou,  du  moins,  très  diflérents  de 
ceux  que  l'on  est  habitué  à  rencontrer.  C'est  cette  complication  même 
qui  est  instructive,  en  mettant  en  évidence  ce  tju'a  d'exceptionnel  la 
simplicité  des  discussions  obtenues  par  l'intégration  directe,  dans  les 
cas  où  elle  est  possible,  et  en  montrant  combien  ces  discussions  sim})les 
donnent  une  idée  fausse  de  ce  cjui  se  passe  dans  le  cas  général. 


I.  —  Forme  générale  de  la  surface.  Nappes  infinies 
évasées  et  non  évasées. 

1 .  Les  surfaces  que  nous  considérerons  seront  supposées  dépourvui's 
de  singularités  à  distance  finie.  Une  telle  surface  est  divisible  en  ré- 
gions empiétant  les  unes  sur  les  autres  de  manière  que  tout  point  de 
la  surface  soit  intérieur  au  moins  à  l'une  d'entre  elles,  et  telles  (|uc  les 
points  d'une  quelconque  de  ces  régions  aient  leurs  coordonnées  carté- 
siennes exprimables  à  l'aide  de  deux  paramètres  a,  p  et  cela  réguliè- 
lement,  c'est-à-dire  par  des  fonctions  continues  et  dérivablesau  moins 
jusqu'à  un  ordre  déterminé,  les  déterminants  fonctionnels 

D(.y,^)        i){:,.r)        i>(. <■•,.>■) 
D(a,  p)'       D(a,  fl)'       D(a,  S) 

ii"(''tanl   j)as   tous  nuls,    (^ette  dernière  condition  revient  d'ailleurs  à 
celle-ci  :  (pi'ayant  mis  l'élément  linéaire  sous  la  forme 

la  <|uanlili''  l''.( '■  —  K"  doit  être  dillV'renle  de  zi'-ro. 


(')  .Je  liens  à  exprimer  loule  ma  giatilude  à  M.  Hriinel,  que  sa  connaissance 
profonde  de  celle  parlie  de  la  Science  a  mis  à  même  de  me  fournir  iwkî  aide  prr- 
oieuse,  |>arliculièrcnicnl  en  démonlranl  le  lliéoréme  que  j'invoque  au  n"  '.\'.\. 
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Aux  paramètres  a,  {3  on  peu!  d'ailleurs  substituer  (l"aulres  para- 
mètres a,,  ^1  donnés  par  les  relations 

(')  a  =  s(a,,3,),  |i  =  '}(a,,  J3,), 

])ourvu  que,  dans  la  région  considérée,  les  fonctions  o  et  'j/  soient  con- 
tinues cl  dérivables,  le  déterminant  fonctionnel  de  (a,  ^)  par  rappori 
il  (a,,  ^,  )  étant  dilTérenl  de  zéro  :  condition  qui  sera  vérifiée  si,  en 
remplaçant  a,  [5  par  leurs  valeurs  (i)  dans  l'élément  linéaire,  de  ma- 
nière que  celui-ci  prenne  la  forme 

E,  f/a^  -+-  2F,  (fv.,  f/3,  +  <î ,  c/:i;', 

le  nouveau  discriminant  l'-,'",  —  F^  est  dilTérent  de  zéro    puis(pron  a 
E,G.-F?  _  rD(.,^)-|-^; 
KG-F^    -  Ld(.„?,)J    )' 

Rappelons  que,  dans  ces  conditions,  si  a',"',  ^,"  sont  les  valeurs  <lc 
a,,  p,  correspondant  aux  valeurs  a"  ,  ^  "'  de  a,  |3,  à  tout  système 
de  valeurs  a,  ^  suffisamment  voisines  de  a  "',  p  °'  correspondra  un  sys- 
tème de  valeurs  de  a,,  fl,  très  voisin  de  a',"',  j3'"'  et  un  seul;  de  sorti- 
que  si  l'on  fait  varier  le  point  (a,  p)  continûment  sur  un  chemin  dé- 
terminé, compris  tout  entier  dans  la  région,  les  quantités  a,,  p,  varie- 
ront aussi  continûment  et  seront  déterminées  sans  ambiguïté  par  cctlr 
condition,  en  un  point  quelconque  de  ce  chemin  (en  supposant  données 
leurs  valeurs  initiales);  et  si,  de  plus,  a,  ^  sont  dérivables  par  rappori 
à  la  variable  dont  ils  dépendent,  il  en  sera  de  même  île  a,,  jS,. 

2.  Nous  ne  supposons  pas,  d'ailleurs,  que  nos  surfaces  soient  al- 
gébriques, ni  même  analytiques;  toutefois  nous  ferons,  chemin  faisant, 
sur  la  forme  générale  de  ces  surfaces,  des  hypothèses  simples  qui  sont 
toujours  vi'rifiées  sur  les  surfaces  algébriques. 

5.  En  outre,  nos  surfaces  seront  à  courbure  partout  négative  :  les 
points  de  courbure  nulle,  s'il  y  en  a,  seront  isolés  et  en  nondjrt;  lini, 
de  sorte  que  l'on  pourra  prendre  un  nombre  positif  £  assez  petit  pour 
que,  dans  une  position  limitée  quelconque  de  la  surface,  la  courbnir 
soit  partout  plus  petite  (algébriquement)  (pie  —  t,  à  lexceplion  d  un 
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certain  nombre  d'aires  donl  toutes  les  dimensions  seront  inférieures  à 
une  quantité  donnée  quelconque.  On  verra,  d'ailleurs,  aisément  que 
nos  théorèmes  fondamentaux  subsistent  dans  des  conditions  un  peu 
plus  générales  ;  il  peut  exister  certaines  lignes  de  courbure  nulle  ou 
même  des  régions  où  la  courbure  est  positive,  pourvu  que  ces  régions 
soient  suffisamment  restreintes  et  que  la  courbure  y  soit  suffisammonl 
])etite. 

i.  A  rinverse  des  surfaces  à  courbure  positive  et  non  infiniment 
petite,  lesquelles  sont  toujours  fermées,  les  surfaces  dont  il  est  question 
actuellement  ont  nécessairement  des  nappes  infinies.  Cette  proposi- 
tion s'établit  immédiatement  en  remarquant  que  si  la  coordonnée  .j-, 
par  exemple,  avait  un  maximum  ou  un  minimum  en  un  point  de  la 
surface,  la  courbure  en  ce  point  serait  positive  (  '  ). 

5.  Plus  généralement,  on  voit  que,  pour  une  portion  limitée  quel- 
conque S'  de  la  surface,  le  maximum  et  le  minimum  de  la  dislance  à 
un  plan  déterminé  quelconque  ont  lieu  sur  les  contours  limites,  de 
>orle  qu'un  plan  ne  peut  couper  S'  sans  couper  ceux-ci. 

Celte  remarque,  qui  présente  une  certaine  analogie  avec  les  faits 
qui  se  rencontrent  dans  la  théorie  des  fonctions  harmoniques,  paraît 
imposer  à  la  forme  des  surfaces  à  courbures  opposées,  des  lois  assez 
précises.  Nous  aurons  à  l'utiliser  un  peu  plus  loin. 

(î.  11  est  intéressant  de  remarquer  que  lexistence  de  nappes  infinies 
peut  également  s'établir  en  partant  de  la  relation  de  Gauss-Bonnet 

Kap{)ortons  à  cetclTetla  sphère  de  rayon  i  à  un  système  de  méridiens 
et  de  parallèles  de  pôles  a,  a  (ces  pôles  n'ayant  point  de  situation 
exceptionnelle  par  rapport  à  la  représentation  sphérique  de  la  surface 


(')  Le  raisonnement  semble  être  mis  en  défaut  par  les  points  de  courbure 
nulle.  Il  est  aisé  de  voir  que  le  maximum  ou  le  niiiiimiini  ne  peuvent  avoir  lieu 
niême  en  ces  points,  du  moins  s'ijs  SQnt  isolés. 
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cDiisidérce  );  si  nous  entourons  les  points  o,  a'  de  deux  [larallrles  inli- 
niment  petits  s,  s',  ces  parallèles  serviront  de  représentation  sphéricpic 
à  un  certain  nombre  de  courbes  très  petites  S,,  S^,  ...,  S,„  entou- 
rant autant  de  points  A,,  A,,  ...,  A„  de  la  surface  donnée;  soil  1  ce 
(|ui  reste  de  la  surface  donnée  quand  on  enlève  les  petites  aires  inté- 
rieures aux  courbes  S,,  S.,  . .  .,  S„.  En  tout  point  de  Z,  nous  prendrons, 
suivant  la  méthode  de  INI.  Darboux,  un  trièdre  attaché  à  la  surface,  en 
lui  donnant  pour  axe  des  x  la  tangente  correspondant  à  la  tangente 
au  parallèle  sphérique,  c'est-à-dire  la  conjuguée  de  la  tangente  paral- 
lèle à  la  tangente  (T)  au  méridien  sphérique.  Si  la  courbui'c  est 
|)artout  négative  et  non  nulle,  nous  aurons  ainsi  un  trièdre  niobile 
vérifiant,  sur  toute  la  surface  I,,  les  conditions  moyennant  lesquelles 
a   lieu  la  relation  (2).   Or,  en   appliquant  celle-ci  à  Taire  1,   nous 

devrons  faire  d'abord  /  dto  =  o,  sur  tous  les  contours  limites,  puisque 
la  tangente  en  chaque  point  de  ceux-ci  est  l'axe  des  x  du  trièdre  cor- 
respondant. D'autre  part,  l'intégrale  /  ^j  prise  le  long  d'un  conto<ir 
inlinimenl  petit  tel  que  S,,   considéré  comme  limitant  Taire  1,   esl 

~  étendue  à  la  projection 

d'une  aire  infiniment  petite  sur  son  plan  tangent,  c'est-à-dire  à  —  2-. 
L'équation  (2),  où  le  premier  membre  est  positif  et  le  second  négatif, 
met  alors  en  évidence  la  contradiction. 

7.  Relativement  aux  nappes  infinies  dont  nous  venons  de  constater 
l'existence,  nous  allons  faire  une  des  hypothèses  que  nous  avons  annon- 
cées au  n°  2. 

Soit  encore  S'  une  partie  finie  de  la  surface,  limitée  par  certaines 
courbes  fermées  C, ,  (>_,,  . . . ,  C„.  Nous  supposerons  que,  si  ces  courbes 
ont  été  convenahleinenl  choisies,  on  peut  les  faire  varier  continû- 
ment de  manière  à  les  éloigner  toutes  à  /'//</</»' (par  conséquonl  à 
faire  tendre  S'  vers  la  surface  entière  S),  sans  que,  dans  celte  varia- 
tion, la  surface  S'  cesse  de  rester  identique  à  elle-même,  au  point 
de  vue  de  la  Géométrie  de  situation. 

Il  est  clair  que,  dans  ces  conditions,  ce  qui  reste  de  S  après  enlève- 
ment de  S',  se  compose  (du  moins  si  les  courbes  C  ont  été  convenable- 
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iiienl  choisii's )  de  n  parties  infinies  indépendantes  entre  elles,  les 
nappes  infinies,  chacune  de  ces  nappes  étant  limitée  par  une  des 
courbes  C  et  pouvant  être  considérée  comme  engendrée  par  le  mouve- 
ment de  cette  courbe  lorsque,  partant  de  sa  position  initiale,  elle 
s'éloigne  à  l'infini. 

Moyennant  Thypothèse  précédente,  nous  pourrons  applicpier  à  notre 
surface  V Analysis  silus  ordinaire,  les  propriétés  topologiqucs  de  S 
(•Innl,  par  déjï/iifion,  celles  de  la  surface  S'  à  un  moment  quelconque 
de  sa  variation. 

8.  En  particulier,  une  nappe  infinie  devra  être  considérée,  au  point 
de  vue  topologique,  comme  limitée,  d'une  part  par  la  courbe  C  corres- 
pondante dans  sa  position  première;  d'autre  part,  par  cette  même 
courbe  dans  une  position  très  éloignée.  Nous  noterons  ce  fait,  essentiel 
pour  la  suite,  qu'une  telle  aire  a  son  ordre  de  connexion  égal  à  2.  Elle 
équivaut,  pour  la  Géométrie  de  situation,  à  une  couronne  circulaire. 

On  voit,  de  plus,  qu'à  chaque  nappe  infinie  correspond  un  bord 
de  la  surface  ('). 

On  connaît  certaine?  surfaces  à  courbures  opposées  pour  lesquelles 
l'hypothèse  du  n°  7  n'est  pas  vérifiée.  Telle  est,  par  exemple,  la  sur- 
face minimum  de  Neovius  (-),  c[ui  présente  une  infinité  de  trous  équi- 
distants  les  uns  des  autres  dans  trois  directions  reclangulaires.  Nous 
écarterons  de  telles  surfaces,  auxquelles,  d'ailleurs,  la  théorie  qui  va 
-suivre  j)Ourrait  sans  doute  se  généraliser  sans  trop  de  difficulté. 

î).  La  représentation  sphérique  de  S  se  composera  en  général  de 
plusieurs  feuillets.  Elle  sera  topologiquement  équivalente  à  S  si  celle-ci 
est  à  deux  côtés,  jiuisqualors  il  y  aura  entre  elles  correspondance  uni- 
voque. 

La  courbure  gardant  un  signe  invariable,  les  feuillets  (  ainsi  que  cela 


C)  Il  esl  bien  entendu  que  nous  n'établissons  aucune  connevion  entre  deu\ 
nappes  infinies  qui  se  rejoindraient  si  l'on  ramenait  le  plan  de  l'infini  à  distance 
finie  par  une  transformation  liomographique.  .\iusi,  à  notre  point  de  vue,  la  sur- 
face gauche  de  révolution  sera  dite  avoir  deii.v  nappes  infinies. 

(»)  Ilelsingfors,  i883. 
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iiriivait  déjà  dans  le  cas  de  la  courbure  positive)  ne  se  raccorderonl 
par  aucun  pli  ni  aucun  autre  mode  de  connexion,  tel  que  les  aires 
changent  de  sens  quand  on  passe  d'un  feuillet  à  Tautre.  Ils  ne  présen- 
teront même  aucun  raccordement  ni  aucune  autre  singularité  tant  que 
la  courbure  sera  négative.  Il  n'en  sera  pas  de  même  si  la  courbure 
s'annule  en  certains  points  particuliers  :  par  exemple,  si  en  un  point  O 
(supposé,  bien  entendu,  non  singulier  sur  la  surface),  les  deux  cour- 
bures s'annulent,  il  est  aisé  de  voir  cju'à  ce  point  correspond,  pour  la 
représentation  sphérique,  une  ramification  riemannienne. 

10.  A  chaque  bord  C  de  la  surface  limitée  S'  correspondra  un 
bord  c  de  la  représentation  sphérique.  Mais  il  y  a  plus  :  si  le  nombic 
des  feuillets  de  cette  représentation  sphérique  est  fini  (ce  qui  lui 
assigne  une  aire  finie),  elle  a  un  bord  bien  déterminé  correspondant  à 
chaque  nappe  infinie  de  la  surface  illimitée  S.  Car,  puiscpie  le  signe  de 
la  courbure  est  invariable,  si  la  courbe  C  va  toujours  en  s'éloignanl, 
Taire  limitée  par  c  ira  toujours  en  s'élendant  :  cette  courbe  coupera 
donc  une  ligne  quelconque  en  des  points  qui  se  déplaceront  dans  un 
sens  invariable  sans  pouvoir  s'éloigner  indéfiniment.  Elle  tendra,  pai' 
conséquent,  vers  une  courbe  limite  [ii. 

Celle-ci  peut  d'ailleurs  fort  bien  se  réduire  à  un  point  :  c'est  ce  qui 
arrive,  par  exemple,  pour  une  surface  de  révolution  dont  la  méridienne 
a  une  direction  asymplotique  perpendiculaire  à  l'axe. 

L'aire  sphérique  délimitée  par  la  courbe  c  ayant  une  liniilc  il  en  est 
de  même  pour  l'intégrale 

•cjs 


f\ 


étendue  à  la  courbe  C,  sur  la  surface  donnée. 

11.  On  obtient  des  relations  dont  l'étude  ])résent(M'ail  peul-élre 
quelque  intérêt  en  prenant  pour  direction  de  l'axe  des  .u  du  dièdre 
mobile,  considéré  au  n°  6,  la  direction  de  la  tangente  (T)  au  uiéridicii 
sphérique  et  non  la  direction  conjuguée.  Rien  ne  sera  changé  dans  les 
diverses  quantités  qui  figurent  dans  la  relation  (2),  à  l'exception  de 
l'angle  co  cpii  est  chaqgé  en  un  autre  angle  co, .  Si  l'on  retranche  nn^mbri- 

Journ.  de  Math.  (5'  sOrie),  tome  IV.  —  Kasc.  I,  1898.  0 


34  HADAMARD. 

à  membre  la  nouvelle  relation  ainsi  obtenue  de  la  primitive,  il  vient 

(3)  /cA,w  — w,)=o, 

l'intégrale  étant  étendue,  d'une  part  aux  contours  infiniment  petits  S,, 
S2,  ...,  S„,  dont  il  a  été  question  au  n"  6,  d'autre  part  aux  nappes 
infinies. 

Cette  équation  ne  contient  évidemment  que  des  nombres  entiers, 
chaque  intégrale  étant  un  multiple  de  2-,  puisqu'elle  exprime  la  varia- 
lion  de  l'angle  c|ue  fait  la  tangente  (T)  avec  sa  conjuguée. 

Le  long  de  chaque  contour  S,,  celte  varialion  est  égale  à  —  4~, 
puisque  la  tangente  à  ce  contour  tourne  de  —  27:  et  que  la  tangente  (T) 
tourne  en  sens  contraire  de  la  première. 

On  voit  cjuc  la  conclusion  serait  toute  différente  si,  au  point  A,-,  la 
courbure  était  positive.  Alors,  en  effet,  les  deux  tangentes  tourneraient 
dans  le  même  sens  et  la  variation  serait  nulle.  Si  donc  on  appliquait  la 
formule  (3)  à  une  surface  à  courbure  de  signe  variable,  il  n'y  aurait  à 
tenir  compte  que  des  contours  S,-  tracés  autour  de  points  où  la  cour- 
bure est  négative.  Mais,  par  contre,  il  conviendrait  d'ajouter  des 
termes  correspondant  à  certains  points  de  courbure  nulle,  ceux  pour 
lesquels  la  direction  de  courbure  nulle  est  parallèle  à  (T).  On  constate 
aisément  que  les  points  paraboliques  doivent  être  divisés  en  deux 
classes  et  qu'à  chaque  point  où  une  direction  de  courbure  nulle  est 
parallèle  à  (T)  correspond,  dans  le  premier  membre  de  la  formule  (3), 
le  terme  ±  27:,  suivant  la  classe  à  laquelle  appartient  ce  point. 

Des  termes  additionnels  doivent  également  être  introduits  dans  la 
formule  si  la  représentation  sphérique  présente  les  singularités  indi- 
(juées  au  n"  9. 

12.  Les  remarques  des  n°'  9-H  ne  nous  seront  pas  nécessaires  au 
point  de  vue  de  la  théorie  des  lignes  géodésiques.  11  n'en  est  pas  de 
même  d'une  distinction  essentielle  qu'il  nous  reste  à  établir  relative- 
ment à  la  forme  des  nappes  infinies. 

Considérons  encore  une  telle  nappe  comme  engendrée  par  le  dépla- 
cemenl  d'une  courbe  mobile  C.  En  général,  quelle  que  soit  la  loi  de 
varialion  de  celle  courbe  sur  la  surface,  sa  longueur  totale  augmentera 


LES    SURFACES    A    COURnURES    OPPOSEES.  )  > 

indéfiniment  à  mesure  qu'elle  s'éloignera.  C'est  ce  qui  a  lieu  pour  les 
nappes  infinies  du  paraboloïde  hyperbolicjue,  de  l'hyperboloïde  à  uiu- 
nappe,  de  l'alysséide,  etc.  De  telles  nappes  infinies  seront  dites  e'ra- 
sécs. 

Au  contraire,  nous  nommerons  nappes  /ion  évasées  celles  sui-  les- 
quelles on  peut  faire  occuper  à  la  courbe  C  une  série  de  positions  de 
plus  en  plus  éloignées  dans  chacune  desquelles  son  périmètre  reste 
inférieur  à  une  limite  déterminée  (  '  ).  Telle  est,  par  exemple,  une  sur- 
face de  révolution  dont  la  méridienne  a  une  asymptote  parallèle  à 
Taxe. 

15.  Dans  l'exemple  précédent,  on  voit  qu'il  existe  une  direction 
asymptotique.  La  remarcjue  fondamentale  du  n"  6  va  nous  permellii- 
de  montrer  qu'il  y  a  là  un  fait  général. 

Soit,  en  effet,  Co  la  position  primitive  de  la  courbe  C, 

Cv  (v  =  1,  2,  ...,CC) 

la  même  courbe  dans  une  série  de  positions,  très  éloignées  pour  v  très 
grand,  telles  que  les  longueurs  des  courbes  C^  soient  toutes  inférieures 
à  une  même  quantité  donnée. 

Plus  généralement,  il  nous  suffira  de  supposer  que  l'angle  maxinuim 
sous  lequel  une  courbe  C^  est  vue  de  l'origine  soit  nul  pour  v  infini. 
Dans  ces  conditions,  en  effet,  il  existera  au  moins  une  direction  o  telle 
que  la  droite  joignant  l'origine  à  un  point  quelconque  de  C,  fasse  a\  ec  o 
un  angle  plus  petit  qu'un  angle  quelconque  donné  y],  et  cela  poui-  uin' 
infinité  de  valeurs  (convenablement  choisies)  de  v,  valeurs  que  nous 
considérerons  à  l'exclusion  des  autres.  Mettons  que  cette  directiou  soil 
la  verticale  ascendante. 

Soit  r  un  cylindre  vertical  convexe  qui  contient  C(,  à  son  intérieur; 
nous  le  limiterons  par  une  section  droite  qui  laisse  C„  en  dessus  et  nous 


(  '  )  Celte  série  de  positions  n'est  pas  nécessairement  continue  :  nous  n'excluons 
pas  l'hypothèse  où  la  courbe  C,  dans  son  mouvement,  aurait  tantôt  une  longueur 
très  grande  et  tantôt  une  longueur  finie.  Il  apjiai'ailra  que  cette  hypothèse  est 
inadmissible. 
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ferons  loiirner  chaque  plan  tangent  au  cylindre,  autour  de  sou  iuler- 
section  avec  le  plan  de  section,  d'un  angle  très  petit  ï,  vers  l'extérieur. 
La  courbe  Cq  sera  du  même  côté  que  F  par  rapport  à  chacun  des  plans 
ainsi  obtenus,  et  il  en  sera  de  même  de  la  courbe  G,  pour  v]  <  £.  Donc  la 
nappe  infinie  est  d'un  seul  coté  d'un  quelconque  de  ces  plans  et,  comme 
ceci  a  lieu  cjuelque  petit  que  soit  t,  toute  la  nappe  infinie  est  intérieure 
à  r  :  0  est  donc  une  direction  asymptotique.  On  peut  même  ajouter  cpie 
les  cylindres  verticaux  convexes,  circonscrits  aux  positions  successives 
de  la  courbe  C,  sont  tous  intérieurs  les  uns  aux  autres,  de  sorte  qu'ils 
tendent  vers  une  position  limite. 

En  particulier,  si  les  projections  horizontales  des  C^  sont  des  courbes 
convexes,  il  y  a  un  cylindre  asymptote.  11  est  probable  que  le  même 
résultat  doit  pouvoir  se  démontrer  lors(|uc  ces  projections  présenteul 
des  arcs  concaves. 

14.  Il  en  est  de  même  pour  une  propriété  voisine,  mais  qui  concerne 
le  plan  tangent. 

Soient  (C)  une  section  horizontale  de  la  nappe  infinie  non  évasée,  M 
un  point  de  (C)  situé  sur  le  contour  convexe  de  la  courbe,  c'est-à-dire 
tel  que  la  tangente  (/)  en  ce  point  laisse  toute  la  courbe  d'un  seul  ci'il:' 
que  nous  appellerons,  pour  abréger,  le  coté  inlérii-uf. 

Le  plan  vertical  V  qui  projette  horizontalement  (0  coujiera  né- 
cessairement Co  (puisque  le  point  M  est  intérieur  à  tout  cylindre  ver- 
tical convexe  contenant  cette  courbe),  et  la  tangente  (<)  divise  ce  |)lan 
en  deux  demi-plans,  l'un  V'  inférieur,  l'autre  Y"  supérieur.  Nous  ferons 
tourner  le  demi-plan  V'  autour  de  (/),  vers  l'extérieur,  d'un  angle  tel 
qu'il  vienne  à  toucher  Co  et  le  plus  grand  possible  d'ailleurs  :  cet  angle 
sera  évidemment  très  petit  si  la  courbe  (C)  a  été  prise  très  éloignée. 
Le  ])lan  P  ainsi  obtenu  laisse  d'un  seul  et  même  côté  les  courbes  (C) 
et  C(,  et  par  suite  aussi  toute  la  portion  de  surface  comprise  entre  elles. 
Donc  le  demi-plan  langent  inférieur  en  M  [nous  Aoulons  dire  la  portion 
du  plan  tangent  en  M  située  au  dessous  de  (/)|  est,  par  rapport  à  P,  du 
côté  intérieur. 

Mais,  d'autre  part,  le  demi-plan  tangent  su|)érieur  est,  comme  nous 
le  savons,  à  l'intérieur  de  V". 

Donc  le  demi-plan  langent  inférieur  est  compris  dans  le  dièdre  \   I' 
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c\.  par  con><kjuent,  l'a/tglr'  de  ce  plan  aiec  la  ve/licale  tend  vers 
zéi'o. 

Il  ne  .parail  pas  doulcux  que  ce  fait  ne  subsiste  même  lorsqu'on 
choisit  le  point  M  sur  une  partie  rentrante  de  (C).  En  tout  cas,  nous 
pouvons  admettre  qu'il  en  est  ainsi;  cette  hypothèse  est  une  de  celles 
que  nous  nous  sommes  réservé  le  droit  de  faire,  puisque,  sur  une  sur- 
face algébrique,  Tangle  du  plan  tangent  avec  la  droite  qui  joint  Tmi- 
gine  au  point  de  contact  tend  vers  zéro. 

Le  bord  de  la  représentation  sphérique,  correspondant  à  une  nappe 
inflnie  non  évasée,  se  compose  dun  grand  cercle  ou  dune  série  darcs 
appartenant  à  un  même  grand  cercle. 

lo.   11  résulte  de  là  que  la  limite  vers  laquelle  tend  (n"  10)  l'inté- 

/ds 
—  prise  le  long  de  la  courbe  C,  lorsque  celle-ci  s'éloigne  indé- 

finiment,  est  nulle. 

Pour  le  voir,  on  prendra  comme  courbes  C  les  sections  horizontales. 

Dans  l'expression  —  ^  —  sinnr  (  '  ),  l'angle  cr,  compris  entre  la  normale 

en  un  point  M  de  C  et  le  plan  horizontal,  n'est  autre  que  la  hauteur 
(au  sens  astronomique  du  mot  )  de  la  représentation  sphérique  m  de  M. 

pendant  que  le  facteur  —  est  égal  à  l'angle  élémentaire  dont  tourne  la 

tangente  horizontale  à  la  surface,  c'est-à-dire  à  la  variation  élémentaire 
de  l'azimut  0  du  point  m. 

L'intégrale    /  —  est  donc  égale  à    f  sinïTjdf),   c'est-à-dire  à  l'aire 

J    ?ff  •  J 

comprise  entre  la  courbe  c  et  le  grand  cercle  horizontal,  aire  qui  est 
infiniment  petite  dans  les  conditions  actuelles. 

Les  nappes  non  évasées  se  présentent  dans  la  théorie  actuelle  comme 
un  cas  singulier,  une  sorte  de  cas  limite  offrant  des  particularités  el 
des  difficultés  analogues  à  celles  qu'introduisent  les  racines  multiples 
de    l'équation    caractéristique    dans    la    réduction    des    substitutions 

linéaires.  En  raison  de  ce  fait  que  la  limite  de   /  —  est  nulle,  on  doit 

les  considérer  comme  ayant  une  géodésique  fermée  rejelée  à  l'infini. 

(')  Dabboux,  Leçons.  Livre  \. 
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16.  La  nature  de  la  surface,  au  point  de  vue  de  la  Géométrie  de 
situation,  dépend,  comme  on  sait,  du  nombre  des  bords  (c'est-à-dire, 
])our  nous,  des  nappes  infinies)  et  du  nombre  des  Irons,  cariictérisés 
par  les  contours  fei^més  qu'on  peut  tracer  sur  elle  sans  la  démembrer. 

Les  surfaces  à  courbures  opposées  généralement  connues  ont  toutes 
leur  ordre  de  connexion  égal  à  i  (paraboloide  hyperbolique)  ou  à  li 
(hyperboloidc  à  une  nappe). 

Mais  on  peut  former  des  surfaces  à  courbures  opposées  ayant  un 
nombre  quelconque  de  nappes  infinies.  Telles  sont,  entre  autres,  les 
surfaces  représentées  par  des  équations  du  type 


/  /  \  ;  I         -"D   •'■2)   ■  •  •  '  'J/ji 

OÙ  (A-  étant  une  constante)  les  quantités  o,,  o.y,  . . . ,  (S,,,;  o\,  o!,,  •  ■  ■ ,  ^'„ 
sont  les  distances  du  point  (x,y),  projection  d'un  point  quelconque 
de  l'espace  sur  un  plan  horizontal  pris  comme  l'un  des  plans  coor- 
donnés, à  autant  de  points  fixes  P,,  Po,  . . . ,  P„,,  P, ,  P!,,  . . . ,  P^,  de  ce 
plan.  Cette  surface  est  à  courbures  partout  opposées,  car  le  second 
membre  est  la  partie  réelle  d'une  fonction  de  la  variable  com- 
plexe X  -i-  iy;  elle  a  d'ailleurs  m  -h  /i  -h  ^  nappes  infinies,  dont  m  diri- 
gées du  côté  des  r  positifs,  n  du  côté  des  :;  négatifs,  et  une  s'étalant 
dans  le  sens  horizontal.  Par  exemple,  la  surface 

(4')  --  =  Alog|„ 

correspondant  à  m  =^  n  =  j ,  a  la  forme  générale  représentée  par  la 
Jig.  I.  Elle  possède  un  plan  de  symétrie,  le  plan  vertical  mené  par 
PP';  un  axe  de  symétrie,  la  perpendiculaire  au  miliou  de  PP',  et 
un  centre  de  symétrie.  A  ce  dernier  point  coriespond,  sur  la  sphère, 
un  point  O  qui  est  une  ramification  riemannienne  de  la  représentation 
sphérique  (9);  effectivemcnl,  celle-ci  se  compose  de  deux  feuillets 
correspondant  aux  deux  moitiés  de  la  surface,  séparées  l'une  de 
l'autre  par  l'axe  de  symétrie  et  qui  se  croisent  suivant  l'arc  de  grand 
cercle  qui  va  du  pôle  supérieur  au  point  O;  elle  présente  trois  bords, 
l'un  (correspondant  à  la  nappe  horizontale)  constitué  par  un  contour 
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iiiriiiiuH'iil  pi'lil  touniaiil  deux  fois  autour  du  pôle  sujM'ricui-,  les  deux 
autres  tracés,  dans  cliacuu  des  feuillets,  suivant  le  irraud  cercle 
horizontal. 


Les  nappes  infinies  verticales  ne  sont  pas  évasées;  si  ron  désirai I 
cpi'elles  le  devinssent,  il  suffirait  d'augmenter  le  rayon  de  chaque  sec- 
tion horizontale  d'une  quantité  proportionnelle  à  z^  (p  étant  un  nond)re 
impair)  sans  changer  le  centre  de  cette  section.  La  même  opération 
pourrait  s'appliquer  à  la  surface  plus  générale  (4);  les  nappes  situées 
d'un  même  côté  du  plan  horizontal  se  rencontreraient;  mais  ceci  lu- 
constitue  pas  une  singularité  de  nature  à  empêcher  nos  raisonnemenis 
d'être  valables  :  il  suffira  de  regarder  comme  entièrement  indépen- 
dantes l'une  de  l'autre  les  nappes  qui  se  croisent. 


17.    1  u  cas  limite  di'  la  surface  (  'i' )  est  évidemment  la  sulxai 


{^) 


/,-.(■ 


■y- 


partie  réelle  de ^t 

1  .1-4-2 


y 


Mais  cotte  dernière  peut  être  envisagée  à  un  point  de  vue  loul  dif- 
férent :  son  é([uation  résulte,  en  elTet,  de  l'élimination  de  //  cntri'  les 
relations 


(7) 


+  y  =  x«, 
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dont  la  première  (.r,  _>•,  u  étant  comme  des  coordonnées  cartésiennes") 
représente  un  cône,  c'est-à-dire  une  surface  de  courbure  nulle.  Ceci 
conduit  à  envisager,  plus  généralement,  la  surface  résultant  de  l'éli- 
mination de  u  entre  les  relations 

(8)  u=f{x,y), 

(9)  -  =  ?(")• 

Si  l'on  désigne,  comme  d'ordinaire,  par  p,  q,  r,  s,  t  les  dérivées 
premières  et  secondes  de  -,  par/)',  q' ,  /■',  s',  t' les  dérivées  correspon- 
dantes de  «,  il  vient  aisément 

rt  —  s-  ^(i-'C  —  s'-)z,''-  -h  o'ç>"(/''y'=  —  is' p  q' -\-  t' p''-)\ 

par  conséquent  on  voit  que  la  surface  considérée  est  à  courbure  néga- 
tive, si  :  1"  la  surface  (8)  est  à  courbure  nulle  ou  négative;  ■?"  la 
courbe  plane  représentée  par  l'équation  u  =  const.  tourne  partout  sa 
concavité  du  côté  des  u  croissants  ou  du  côté  des  u  décroissants,  sui- 
vant que  la  fonction  !p'  est  elle-même  croissante  ou  décroissante  en  va- 
leur absolue,  c'est-à-dire  suivant  que  la  courbe  représentée  (en  coor- 
données rectilignes  z  et  u^  par  l'équation  (9)  tourne  sa  concavité  du 
côté  des  u  négatifs  ou  du  côté  des  u  positifs. 

Si,  par  exemple,  la  fonction  u  =  f(^x,  y)  est  celle  qui  est  définie 
par  l'équation  (6),  les  courbes  u  =  const.  tournent  leur  concavité  vers 
les  1/  décroissants  en  valeur  absolue.  Il  suffira  donc  que  l'équation  (9) 
représente  une  courbe  tournant  partout  sa  convexité  vers  l'axe  ?/  =  o  ; 
nous  pourrons,  par  exemple,  d'une  infinité  de  manières,  prendre 

i,  =  lX{z), 

J{  étant  une  fraction  rationnelle  convenablement  choisie.  La  surface 
algébrique  ainsi  obtenue  aura  autant  de  nappes  infinies  que  la  fonc- 
tion R  a  de  discontinuités,  plus  deux;  et  toutes  ces  nappes  seront 
évasées  si  celle  fonction  devient  infinie  en  même  temps  (pie  r. 

La  surface  aura,  il  est  vrai,  une  ligne  de  courbure  nulle.  On  fera 
disparaître  cet  inconvénient  en  déplaçant  chaque  section  ::  =  coiisl. 
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parallclcmcnt  à  l'axe  des  x,  d'une  quantité  égale  à  une  fonction  conve- 
nablement choisie  de  z. 


18.  Nous  venons  d'obtenir  des  surfaces  à  courbure  négative  pré- 
sentant un  nombre  quelconque  de  nappes  infinies;  le  procédé  suivant 
va  nous  fournir,  au  contraire,  des  surfaces  offrant  un  nombre  plus  ou 
moins  grand  de  trous. 

Soient  U  =  o,  V  =  o  les  équations  de  deux  surfaces  à  courbures 
opposées.  L'écjuation 

(lo)  UV  =  £,  £>o 

représente  une  surface  composée  de  deux  surfaces  partielles,  Tune 
située  dans  la  région  U  >>  o,  V>o;  l'autre  dans  la  région  U<^o, 
V  <|  o.  Comme  nous  n'avons  à  nous  occuper  ici  cjue  de  surfaces  con- 
nexes, nous  ne  considérerons  qu'une  seule  de  ces  deux  surfaces  par- 
tielles :  la  première,  par  exemple,  et  même  une  partie  connexe  de 
cette  première.  Nous  aurons  ainsi  une  surface  qui  sera  évidemment  à 
courbures  opposées  en  tout  point  situé  à  distance  finie  et  non  dans  le 
voisinage  d'une  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  primitives,  et 
que  l'on  pourra  même  supposer  à  courbures  opposées  à  l'inlini  en  pre- 
nant, au  besoin,  pour  t,  non  pas  une  constante,  mais  une  fonction  tou- 
jours positive  et  diminuant  plus  ou  moins  rapidement  lorsque  x,  y,  z 
augmentent  ;  par  exemple 


{jr'^-hJ^-\-  s- -h  \)i' 


■q  étant  une  constante  très  petite. 

Pareillement,  si  les  surfaces  U  =  o,  V  =  o  ont  des  points  de 
courbure  nulle,  on  fera  figurer  dans  £  ou  dans  yj  un  facteur  s'an- 
nulant  en  ces  points  ainsi  que  ses  dérivées,  jusqu'à  un  ordre  conve- 
nable. 

Reste  le  voisinage  d'une  courbe  d'intersection  des  deux  surfaces  pri- 
mitives. On  constate  aisément  que  la  courbure  de  la  surface  (lo)  reste 
négative  même  aux  environs  d'une  telle  courbe,  si  celle-ci  tourne  sa 

Joarn.  de  Math,  (f)'  série),  lome  IV.  —  Fasc.  I,   1S98.  6 
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convexité  vers  la  réo^ion  U  >  o,  V  >>  o,  c'est-à-dire  si  sa  laiigenti 
passe  dans  cette  région. 

Considérons,  par  exemple,  les  deux  hyperboloïdes 


(r- 

a)5 

a- 

__(.r  + 

^y- 

ï^  -  ^  -  ' 

1- 

1?  ~ 


I  =  o, 


qui  se  coupent  suivant  une  hyperbole.  La  partie  de  la  surface  UV  =  i 

située  dans  la  région  U  >■  o,  V  >  o  est  à  courbure  négative.  Sa  forme 

générale  est  représentée  fïg.  2  ;  elle  a  deux  nappes  infinies  et  un  trou. 

En   associant  de  môme   un    nombre   quelconque    dhyperboloïdes 


égaux  avant  un  axe  Iransverse  suivant  une  inèMU'  droite,  ou  aurait  une 
surface  à  un  nombre  (pielconque  de  trous,  avec  deux  nappes  iutiuirs. 
(-)n  obtient  un  résultat  analogue  en  associant  la  surface 

=  =  Alogo,o,...o„, 

(cas  particulier  de  la  surface  (4)]  avec  sa  symétrique  par  rap{)orl  à  un 
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plan  parallèle  au  plan  des  xy  et  de  :;  positif.  On  a  ainsi  deux  nappes 
infinies  et  m  —  i  trous. 

Enfin,  on  peut  obtenir  un  nombre  plus   élevé  de  nappes  infinies, 
jointes  à  des  trous,  en  combinant  la  surface 


/•  loï 


avec  ses  symétriques  successives  par  rapport  à  un  certain  nombre  de 
plans  parallèles. 

19.  On  obtient  encore  une  surface  à  courbures  opposées  et  à  plus 
de  deux  nappes  infinies  en  partant,  comme  rindicjue  M.  Brunel('), 
de  l'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe  coupant  cette  surface  par 
les  différents  plans  qui  passent  par  un  diamètre  déterminé  Ov  du 
cercle  de  gorge  et  faisant  tourner  chaque  section,  autour  de  0\\  d'un 
angle  égal  à  la  moitié  de  l'angle  9  que  fait  son  plan  primitif  avec  le 
plan  équatorial. 

Plus  généralement,  au  lieu  de  diminuer  l'angle  que  fait  une  sec- 
lion  quelconque  avec  le  plan  équatorial  dans  le  rapport  de  i  à  2,  on 
peut  diminuer  ce  même  angle  dans  le  rapport  de  ï  k  p  (p  entier);  la 
nouvelle  surface  ainsi  obtenue  est  représentée  paramétriquement,  en 
fonction  de  o  et  d'un  rayon  vecteur  p,  par  les  formules 

X  =:  z  sino, 
y-  =  cû  +  c'-'  cosspç., 
;  =  p  COS9. 

L'équation  du  plan  tangent  sera 
(r/jsin9  +  t/rcosç.)cos2^o-t-/^(>/;sin9  — rfjcos(p)sin2/;c.—  ^'^^  =  0, 


(')  Procès-verbaux  des  Séances  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  na- 
turelles de  Bordeaux,  séance  du  4  mars  180-, 
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et  les  quantités  D,  D',  D"  de  Gauss  (  ')  pourront  être  prises  égales  à 


cosa/Ja 


=  —  -^!-^  (  I  —      2  C05  2/J  Z 


rt-/)  fin  ip\ 


d  OÙ 


D'  =  p  sinap^/  i  —  ^î  cos2/>ç<  1  = 

D'  =c|^cos2/?9(2/j--  i)^  ^sin  =  2/JoJ; 

UD"  _  D'^  =  ^  F-  cos-a/7o(2;7-  -  i) 

—  ^--;^cos2/Jo  sin-2/Jo  —  '    ^sui-2y>o 


J' 


f/>=sin^2/>9  +('-i/J'  —  i)cos'2/)o]. 


La  surface  est  donc  à  courbures  partout  opposées.  Elle  admet 
comme  seuls  points  singuliers  (à  distance  finie)  les  points  j?  ==  ;  =  o, 
y  =  ±  a  ;  mais,  ainsi  qu'on  s'en  assurera  sans  difficulté,  ces  singula- 
rités ne  sont  point  de  nature  à  empêcher  la  validité  des  raisonnements 
qui  vont  suivre.  Enfin  cette  surface  possède  ip  nappes  infinies. 


II.  —  Considérations  d'Analysis  situs. 

20.  Ayant  reconnu,  dans  les  numéros  précédents,  l'existence  de 
surfaces  à  courbures  opposées  et  à  connexion  quelconque,  nous  avons 
à  rappeler  les  principes  qui  gouvernent  l'étude  des  lignes  tracées  sur 
de  telles  surfaces  :  principes  posés  par  M.  Jordan  dans  un  Mémoire 
bien  connu  (-). 

Nous  dirons  que  deux  contours  fermés  tracés  sur  la  surface  appar- 
tiennent à  la  même  espèce  s'ils  sont  réductibles  l'un  à  l'autre  par  une 
déformation  continue,  effectuée  sur  cette  surface. 

(')  Leçons  sur  la  Théorie  des  surfaces,  Liv.  V,  Chap.  Il,  et  Liv.  VII,  Chap.  III. 
(')  Ce  Journal,  année  i866.  Comme  le  fait  M.  Jordan,  nous  supposerons,  poui' 
simplifier,  nos  surfaces  à  deux  cùlés. 
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L'énuméralion  des  diflérenles  espèces  de  contours  fermés  repose 
sur  la  considération  des  contours  élrinenlaires.  Ceux-ci  sont  de  deux 
sortes  : 

1°  Ceux  qui  équivalent  respcclivenient  aux  difTérenls  bords  de  la 
surface  ; 

2"  Ceux  qui  correspondent  par  paires  aux  différents  trous  (si)  en 
existe). 

Les  premiers  joueront,  à  notre  point  de  vue,  un  rôle  spécial.  Nous 
les  désiffuerons  sous  le  nom  de  contours  .simples. 

On  sait  que,  dans  beaucoup  de  questions,  le  choix  des  contours  élé- 
mentaires comporte  un  certain  degré  d'arbitraire,  ces  contours  pou- 
vant être  remplacés  par  d'autres  en  nombre  égal,  tels  que  chacun  des 
deux  systèmes  puisse  se  déduire  de  l'autre.  Il  en  sera  encore  de  même 
ici,  mais  non  pas  pour  ce  qui  concerne  les  contours  simples.  11  reste 
entendu  (pie  chacun  de  ceux-ci  équivaut  à  un  bord  déterminé  (corres- 
pondant à  une  nappe  infinie  déterminée)  de  la  surface. 

Un  contour  quelconcpie  est  réductible  à  une  suite  de  contours  élé- 
mentaires parcourus  dans  des  sens  déterminés  et  dans  un  ordre  déter- 
miné, autrement  dit  représentable  par  un  symbole  (produit)  de  la 
forme 

(il)  ABC..., 

chacune  des  lettres  (facteurs)  A,  B,  C,  ...  étant  le  symbole  C,  d'un 
contour  élémentaire  ou  le  symbole  C7'  d'un  contour  C,  décrit  en  sens 
inverse,  et  ces  symboles  étant  ou  non  distincts  les  uns  des  autres  : 
expression  qui  peut  encore  s'écrire 

(12)  c;"Cfcr, 

chaque  indice  étant,  cette  fois,  distinct  du  précédent  et  tlu  suivaiil  cl 
les  exposants  w,  m',  ...  étant  des  entiers  positifs  ou  négatifs,  mais 
qu'on  peut  supposer  non  nuls  (sauf  dans  le  cas  où  l'espèce  considérée 
est  celle  des  contours  réductibles  à  un  point). 

Le  symbole  C"  (C  étant  un  contour  quelconque),  qui  représente  le 
contour  C  décrit  ni  fois  dans  un  sens  déterminé  si  m  est  positif  et  ce 
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inènie  contour  décrit  \m  [  fois  en  sens  inverse  si  m  est  négatif,  sera  dit 
correspondre  à  un  multiple  de  C. 

21.  Les  contours  élémentaires  ne  sont  pas  tous  indépendants.  11 
eviste  entre  eux  une  relation,  et  une  seule,  qui  permet  de  regarder  l'un 
quelconque  des  contours  élémentaires  comme  une  combinaison  des 
autres  et,  par  conséquent,  de  l'éliminer  de  Fune  quelconque  des  expres- 
sions (i  i)  ou  (12). 

C'est  ainsi  que,  dans  le  cas  de  la  connexion  simple,  il  n'y  a  aucun 
contour  non  réductible  à  un  point;  et  que,  sur  une  surface  à  connexion 
double,  les  contours  élémentaires  se  réduisent  à  un  seul. 

Mais,  une  fois  l'un  des  contours  éliminé  comme  il  vient  d'être  dit, 
l  expression  (12)  est  parfaitement  déterminée  à  une  perrnatatio/i 
circulaire  près. 

22.  Il  nous  arrivera,  dans  certains  cas,  de  ne  pas  considérer  comme 
essentiellement  distincts  dun  contour  déterminé  ses  différents  multi- 
ples. A  ce  point  de  vue,  une  surface  à  connexion  double  n'aurait, 
comme  on  le  voit,  qu'une  seule  espèce  de  contours  non  réductibles. 

Au  contraire,  si  l'ordre  de  connexion  dépasse  deux,  les  contours 
essentiellement  distincts  les  uns  des  autres  sont  en  nombre  infini. 

Par  contre,  il  n'y  a  qu'un  nombre  fini  d'espèces  de  contours 
dont  la  longueur  soit  inférieure  à  une  longueur  donnée  quel- 
conque. 

25.  Soient  maintenant  a,  b  deux  points  quelconques  de  la  surface. 

Nous  dirons  que  deux  chemins  qui  vont  de  a  en  A  appartiennent  au 
même  type  si  l'on  peut  passer  de  l'un  à  l'autre  par  une  déformation 
continue  dans  laquelle  les  points  a,  b  restent  fixes. 

Nous  employons  le  mot  type  au  lieu  du  mot  espèce,  «jui  nous  a  servi 
pour  les  contours  fermés,  afin  d'éviter  certaines  confusions,  en  parti- 
culier dans  la  circonstance  suivante  : 

Supposons  que  le  point  b  coïncide  avec  le  point  a.  Les  chemins  que 
nous  aurons  alors  à  comparer  seront  des  contours  fermés  partant  du 
])ointaet  y  aboutissant. 

Or,  une  infinité  de  ces  chemins  peuvent  être  de  même  espèce,  lors- 
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qu'on  les  considère  comme  contours  fermés,  tout  en  étant  de  types  diffé- 
rcnts,  si  on  les  considère  comme  lignes  joignant  le  point  a  à  lui- 
même. 

La  déformation  continue  par  laquelle  on  passe  d'un  de  ces  chemins 
à  l'autre  peut,  eneffet,  être  telle  cjue  le  point  a  ne  puisse  rester  fixe 
pendant  cette  déformation,  mais  décrive  forcément  un  contour  non 
réductible  à  un  point  (  '  ). 

24.  Les  dilTércnls  types  de  chemins  joignant  entre  eux  deux  points 
(différents  ou  non)  a  et  i  se  représentent  par  des  symboles  de  la 
forme  (ii)  ou  (12);  mais  ces  symboles  se  distinguent  de  ceux  qui 
servent  aux  contours  ouverts  par  cette  circonstance  que  la  permutation 
circulaire  des  facteurs  n'y  est  pas  légitime.  Celte  différence  met  bien 
en  évidence  le  fait  que  nous  venons  de  signaler  au  numéro  précédent. 

2o.  Il  y  a  une  infinité  de  types  de  chemins  joignant  deux  points 
(du  moins  sur  une  surface  à  connexion  multiple);  mais,  les  types 
auxquels  correspondent  des  chemins  de  longueur  finie  sont  en 
nombre  fini. 

26.  Donnons-nous  enfin,  sur  la  surface,  un  point  a  et  une  ligne  L. 
Nous  dirons  que  deux  chemins  ab,  ac,  qui  partent  du  point  a  pour 
aboutir  à  la  ligne  L,  sont  du  même  type,  si  l'on  peut  passer  de  l'un  à 
l'autre  par  une  déformation  continue  dans  laquelle  l'extrémité  a  reste 
fixe,  pendant  C{ue  l'autre  extrémité  décrit  la  ligne  L.  Cela  revient 
manifestement  à  dire  que  le  deuxième  chemin  ac  forme,  avec  l'arc  cb 
de  la  ligne  L,  une  ligne  allant  de  a  en  b  et  du  même  type  que  le  pre- 
mier chemin  ab.  La  notion  que  nous  venons  d'introduire  n'offre  donc 
rien  d'essentiellement  nouveau  :  on  représentera  un  type  de  chemin 
allant  de  a  à  la  ligne  L  par  le  symbole  d'un  type  de  chemin  allant  de  a 
à  un  point  déterminé  b  de  L. 

Il  y  a  toutefois  une  remarque  importante  à  faire  lorsque  la  ligne  L 
est  fermée.  Dans  ce  cas,  en  elïet,  il  existe  une  infinité  de  manières 


(')  Cette  remarque  ne  s'applique  pas  au  cas  où  l'espèce  eu  question  est  cello 
des  contours  réductibles  à  un  point. 
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difTorcnles  daller  du  point  h  à  un  autre  point  c  de  celte  ligne  sans  la 
quitter.  Si  cette  ligne  est  réductible  à  un  point,  tous  les  arcs  ainsi  ob- 
tenus sont  équivalents.  Mais  il  n'en  est  pas  ainsi  dans  le  cas  général  et 
l'on  voit  qu'o«  ne  doit  pas  considérer  le  type  comme  modifié  si  l'on 
fait  suivre  son  symbole  du  symbole  de  L  (pris  en  traitant  L  comme 
une  ligne  joignant  le  point  b  à  lui-même)  ou  d'un  de  ses  multiples. 

27.  En  particulier,  sur  une  surface  à  connexion  double  tous  les 
chemins  qui  vont  d'un  point  donné  à  une  ligne  fermée  donnée 
(sans  point  double)  sont  réductibles  les  uns  aux  autres. 

28.  Supposons  que  le  point  a  se  déplace  sur  une  ligne  déterminée  X 
aboutissant  en  un  point  a  .  A  chaque  type  de  chemins  allant  de  o  à  L 
correspondra  évidemment  un  type  déterminé  de  lignes  joignant  a'  à  L, 
type  qui  dérivera  du  premier  par  continuité. 

Si  la  ligne  L' est  fermée,  de  manière  que  le  point  a'  coïncide  avec  a, 
rien  ne  permet  d'affirmer  que  le  type  ainsi  dérivé  coïncidera  avec  le 
type  primitif.  Celte  circonstance  se  produira  toutefois  dans  deux 
cas  : 

1°  Si  la  ligne  fermée  L'  est  réductible  à  un  point; 

i"  Si  cette  ligne  est  de  même  espèce  que  L,  le  type  considéré  étant 
celui  du  chemin  que  suit  le  point  a  lorsque  L'  vient,  par  une  déforma- 
tion continue,  coïncider  avec  L. 


III.  —  Théorèmes  fondamentaux.  Lignes  géodésiques  fermées. 

29.  Une  géodésiquc  de  la  surface  est  bien  déterminée  par  un  de  ses 
éléments,  c'est-à-dire  par  un  point  M  (dont  les  coordonnées  curvilignes 
sont  a,  p)  cl  l'angle  w  que  fait  la  tangente  en  ce  point  avec  l'axe  des  .r 
du  trièdre  (T)  attaché  à  la  surface  en  ce  point  ;  a,  j3  et  co  seront  dits  les 
coordonnées  de  l'élément.  Nous  pourrons  supposer  que,  dans  une 
région  déterminée  où  nous  ferons  varier  cet  élément,  la  surface  soit 
représentée  régulièrement  à  l'aide  dos  coordonnées  a,  P  et  que  la 
position  du  trièdre  (T)  y  varie  continûment. 

Dès  lors  si,  sur  la  géodésiquc  considérée,  nous  portons,  à  partir  du 
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point  M,  une  longueur  MM'=  u,  les  coordonnées  de  l'élémenl  silné 
en  M'  (lesquelles  ne  seront  pas  nécessairement  rapportées  au  même 
système  cjue  celles  du  point  M)  seront  des  fonctions  de  a,  p,  w,  u  :  fonc- 
tions continues  et  dérivables,  au  moins  jusqu'à  un  certain  ordre. 

Supposons  que  le  point  M  varie  sur  une  ligne  déterminée  L,  les 
coordonnées  de  ce  point  étant  des  fonctions  d'un  paramètre  r,  et  (|ue 
la  géodésique  issue  de  ce  point  soit  constamment  orthogonale  à  L.  Les 
coordonnées,  curvilignes  ou  cartésiennes,  du  point  M'  seront  des 
fonctions  continues  et  dérivables  de  u  et  de  r;  à  des  variations  infini- 
ment petites  de  ces  quantités  correspondra  pour  M'  un  déplacement 
infiniment  petit  de  longueur 


ds  =  \idu'^  +  C-  dv-, 

C  étant  encore  une  fonction  dérivable  de  u  et  de  c.  On  sait  que  celle 
quantité  est  liée  à  la  courbure  Iv  =  — |-  de  la  surface  par  l'équation 

(i3)  Ç^  =  _CK. 

du- 

Cette  dernière  entraîne  une  conséquence  fondamentale  pour  notre 
objet.  Sur  les  surfaces  à  courbures  opposées,  en  supposant  (ainsi  qu'on 
peut  le  faire)  C  positif,  il  vient 

('4)  ^>o. 

au-  ~ 

50.  Les  quantités  u,  i-  sont-elles,  à  leur  tour,  au  moins  dans  une 
région  suffisamment  petite,  déterminées  par  la  position  du  point  M  "? 
Autrement  dit,  toute  variation  infiniment  petite  du  premier  ordre  de 
ces  quantités  entraine-t-elle  un  déplacement,  infiniment  petit  du  pre- 
mier ordre,  de  ce  point?  Les  principes  rappelés  au  n"  1  montrent  qu'il 
en  sera  nécessairement  ainsi  toutes  les  fois  que  C  sera  différent  de  zéro. 
La  région  de  la  surface  qui  entoure  le  point  M'  sera  alors  représentée 
régulièrement  par  les  coordonnées  w,  r  :  celles-ci  pourront  être  consi- 
dérées comme  variant  continûment  lorsque  le  point  M'  se  déplacera 
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continùmenl  en  décrivant  un  chemin  quelconque  et  seront  déterminées 
sans  ambiguïté  par  cette  condition. 

51.  Supposons,  en  premier  lieu,  que  la  ligne  L  se  réduise  à  un 
point  a  :  c-  sera  l'angle  que  fait,  avec  Taxe  des  x  du  trièdre  attaché  à  la 
surface  en  a,  une  géodésiquc  issue  de  ce  point;  «,  qui  sera  essentielle- 
ment positif,  représentera  un  arc  porté,  à  partir  du  point  a,  sur  cette 
ligne  (coordonnées  polaires  géodésiques).  On  aura,  en  a, 

c  =  o,        -—  =  I 
'  du 

donc,  pour  toute  autre  valeur  de  t/, 

(16)  C>«. 

Voilà  donc  un  cas  où  la  condition  C  :^  o  est  nécessairement  vérifiée 
et  nous  pouvons  dès  lors  établir  notre  premier  théorème  fondamental. 

Théorème.  —  A  chaque  type  de  lignes  Joignant  deux  points  a 
et  b,  correspond  un  arc  de  géodésique  appartenant  à  ce  type,  et  il 
n'en  correspond  qu'un  seul  ('). 

1°  Considérons  un  point  m  qui  va  de  a  en  b  par  une  ligne  quel- 
conque A  appartenant  au  type  donné.  Dans  toutes  les  positions  succes- 
sives de  ce  point,  la  géodésique  am  sera  déterminée  sans  ambiguïté 
par  la  double  condition   de  varier  continûment  et  d'avoir  une  lon- 

(')  La  proposition  d'après  la(|uolle,  sur  une  surface  à  courbure  négative, 
deux  géodésiques  infiniment  voisines  ne  peu^-ent  se  couper  deux  fois,  proposi- 
tion énoncée  par  Jacobi  (Fo/7es.  iiber  Dvnamik),  a  été  démontrée  par  plusieurs 
géomètres.  Voir  à  ce  sujet  le  Mémoire  de  M.  Von  Mangoldt  (.Journat  deCrette. 
t.  91,  p.  23;  1881).  M.  Von  Mangoldt  donne,  d'après  MM.  Tliomson  et  Tait,  la 
démonstration,  à  l'aide  du  théorème  de  Gauss,  de  ce  fait  que,  si  la  surface  est  à 
convexion  simple,  deux  géodésiques  qui  se  coupent  sous  un  angle  fini  ne  peu- 
vent pas  non  plus  se  couper  à  nouveau;  il  remarque  (p.  28)  que  cette  conclu- 
sion n'est  pas  nécessairement  exacte  s'il  _v  a  connexion  multiple. 
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gueur  infiniment  petite  lorsque  le  point  tn  est  infiniment  voisin  de  a. 

Le  point  m  venant  en  b,  on  obtient  la  géodésique  cherchée. 

2°  Observons  que  toute  géodésique  répondant  à  la  question  peut 
s'obtenir  par  le  procédé  qui  vient  dètre  expliqué  ;  il  suffira  évidemment, 
à  cet  eflet,  de  prendre  pour  la  ligne  A  cette  géodésique  elle-même. 

Or  les  valeurs  que  prennent  les  coordonnées  «,  v  du  point  /n,  quand 
ce  point  vient  en  b,  varient  continûment  lorsqu'on  déforme  continû- 
ment la  ligne  A;  elles  ne  changent  donc  en  aucune  façon,  car  le  point  h 
ne  peut  avoir,  relativement  au  point  a,  plusieurs  systèmes  de  coordon- 
nées polaires  géodési([ucs  infiniment  >oisins  les  uns  des  autres. 

52.  La  première  partie  de  la  proposition  précédente  serait  évidonti- 
si  l'on  admettait  que  la  longueur  d'un  chemin  joignant  ab  et  apparte- 
nant au  type  donné  a  nécessairement  un  minimum. 

Quant  à  la  seconde,  il  est  à  observer  qu'on  pourrait  la  démontrer 
en  employant  le  théorème  de  Gauss  sur  les  pohgones  géodésiques, 
moyennant  certaines  précautions  nécessaires  pour  l'application  de  ce 
théorème  aux  contours  géodésiques  qui  présentent  des  points  doubles. 

Considérons,  par  exemple,  le  polygone  abcd  représenté  /?,?■.  3.  Il 
est  clair  qu'un  tel  polygone  peut  être  considéré  comme  une  somme  de 
polygones  géodésiques  ordinaires  et  que  le  théorème  de  Gauss  peut 
lui  être  appliqué  sans  aucune  difficulté,  sous  la  simple  condition  de 
compter  deux  fois  la  courbure  totale  du  quadrilatère  aj^yo  (fig-  3). 

Fie.  3. 


Un  fait  analogue  aura  lieu  pour  tout  polygone  géodésique  réduclil)le, 
quels  que  soient  ses  points  doubles.  On  devra  alors  multiplier  respec- 
tivement les  courbures  totales  des  différentes  régions  que  détermine 
ce  contour  par  des  entiers  convenablement  choisis,  qui  ne  sont  autres 
que  les  indices  de  Gauss  relatifs  à  ces  régions. 

Nous  raisonnerons  exclusivement,  dans  ce  qui  va  suivre,  sur  des 
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contours  tels  que  les  indices  des  dillérenles  régions  qu'ils  délimitent 
soient  tous  positifs,  autrement  dit,  sur  des  aires  polygonales  formées 
de  parties  additives,  que  Ton  peut  regarder  comme  des  sommrs  de 
polygones  ordinaires. 

55.  Pour  démontrer  que  deux  points  a,  b  ne  peuvent  être  joints 
par  deux  géodésiques  différentes  du  même  type,  autrement  dit,  qu'«« 
biangle  géodésique  réductible  à  un  point  ne  peut  exister  sur  une 
surface  à  courbures  opposées,  nous  remarquerons  que  cette  conclu- 
sion est  évidente  s'il  s'agit  d'un  biangle  formé  de  parties  toutes  addi- 
tives, car  alors  l'égalité  qui  exprime  le  tliéorème  de  Gauss  aurait  pour 
premier  membre  une  quantité  positive  (la  somme  des  angles  du  biangle) 
et  pour  second  membre  une  courbure  totale  négative. 

Mais,  d'autre  part,  d'après  un  tbéorème  démontré  par  M.  Brunel(^'), 
si  les  indices  relatifs  à  un  contour  réductible  ne  sont  pas  tous  positifs 
celui-ci  est  décomposé,  par  l'un  au  moins  de  ses  points  doubles  c,  en 
deux  contours  partiels,  tous  deux  réductibles.  L'un  au  moins  de  ces 
derniers  ne  comprendra  pas  les  deux  sommets  a,  b  du  biangle  et  sera, 
par  conséquent,  soit  un  nouveau  biangle  réductible,  soit  un  monang/e 
ou  biangle  dont  un  angle  est  égal  à  t..  Nous  sommes  donc  ramenés  au 
cas  précédent. 

54.  Supposons,  en  second  lieu,  que  la  ligne  L,  mentionnée  aux 
ii<'s  29-50,  soit  une  géodésique,  de  sorte  que,  u  étant  la  distance  nor- 
male géodésique  d'un  point  M  à  L  (comptée  en  grandeur  et  signe 
suivant  son  sens),  on  ait,  pour  u  =^  o, 

,,  OC 

L  =  I,         -7-  =  o, 
'  au 

et,  par  conséquent,  pour  toute  valeur  de  u  dillérente  de  zéro 

('7)  ^>i' 

(icS)  «d^>o- 

(')  Procès-verbaux  de  la  Société  des  Sciences  physiques  et  naturelles  de 
Bordeaux,  séance  du  i"  juillet  1897. 
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La  première  inégalité  montre  encore  que  la  surface  est  représentée 
régulièrement  par  les  coordonnées  u,  f  et  nous  permet,  moyennant 
des  raisonnements  identiques  à  ceux  du  n"  31,  d'énoncer  notre  second 
théorème  fondamental. 

Théorème.  —  A  tout  type  de  lignes  joignant  un  point  donné  à 
une  géodésique  donnée,  il  correapond  une  géodésique  normale  de 
ce  type  et  il  n'en  correspond  qu'une  seule. 

55.  La  première  partie  de  ce  théorème  est  évidente,  une  fois  étahli 
le  théorème  du  n°  51.  La  seconde  peut  encore  sétahlir  à  Faide  du 
théorème  de  Gauss.  Il  suffit,  à  cet  elTet,  de  remarquer  que  la  géodé- 
sique du  type  considéré,  qui  joint  le  point  donné  a  à  un  point  variahie 
ni  de  la  géodésique  donnée  L,  tourne  toujours  dans  le  même  sens 
lorsque  ce  point  décrit  L  (le  contraire  entraînant  manifestement  la 
production  d'un  biangle  réductible).  Il  en  résulte  qu'un  triangle 
géodésique  est  toujours  formé  de  parties  additives  et,  par  suite,  ne 
peut  être  hirectangle,  d'après  le  théorème  de  Gauss. 

36.  Les  coordonnées  w,  v  d'un  point,  rapportées  à  une  géodésique, 
étant  des  fonctions  bien  déterminées  de  la  position  de  ce  point  et  du 
type  du  chemin  qui  joint  ce  point  à  un  point  déterminé,  les  raisonne- 
ments donnés  au  n°  521  (t.  II,  liv.  ^  )  des  Leçons  sur  la  Théorie  des 
surfaces,  de  M.  Darboux,  s'appliquent  d'une  façon  entièrement  géné- 
rale et  montrent  qu'w«  arc  de  géodésique  est  plus  court  que  tout 
autre  chemin  terminé  aux  mêmes  points  et  de  même  type. 

57.  Si  maintenant,  au  lieu  de  l'inégalité  (17),  qui  nous  a  servi  à 
établir  notre  second  théorème  fondamental,  nous  envisageons  l'inéga- 
lité (i8\  celle-ci  nous  montre,  par  une  conséquence  tout  analogue  à 
celle  qui  s'offre  dans  le  cas  des  surfaces  à  courbure  positive  ('),  que 
lorsqu'un  point  décrit  une  géodésique  L',  sa  distance  normale  (d'u/i 
type  déterminé  quelconque)  à  une  géodésique  L  ne  peut  aioir  de 

(')  ^'oir  le  Mémoire  cité  :  Sur  certaines  propriétés  des  trajectoires  en  Dyna- 
mique (ce  Journal,  5'  série,  t.  III;  n°  18,  p.  346-347)  1897)- 
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maximum  et  croit  indéfiniment  en  valeur  absolue,  si  elle  est  crois- 
sante à  quelque  moment. 

Ce  fait  essentiel  va  tout  d'abord  nous  permettre  d'énumcrer  complè- 
tement les  géodésiques  fermées. 

Théorème.  —  A  chaque  espèce  de  contours  fermés  correspond 
une  géodésique  de  cette  espèce,  et  il  n'en  correspond  qu'une  seule. 

Il  n'y  a  exception  que  pour  les  contours  simples  correspondant 
aux  nappes  infinies  non  évasées. 

1°  On  peut  joindre  un  point  quelconque  a  de  la  surface  à  lui-même 
par  une  ligne  géodésique  appartenant  à  Tespècc  donnée.  Cela  se  peul 
même  d'une  infinité  de  façons,  puisqu'il  cette  espèce  correspondent 
une  infinité  de  types  de  lignes  partant  du  point  a  et  y  aboutissant  ; 
mais,  parmi  tous  les  chemins  ainsi  obtenus,  il  n'y  en  a  qu'un  nombre 
fini  dont  la  longueur  ne  dépasse  pas  une  limite  déterminée  quel- 
conque (23).  Donc,  il  existe  un  de  ces  chemins  dont  la  longueur  est 
minimum.  Soit  /  ce  minimum,  l  est  une  fonction  continue  de  la  posi- 
tion du  point  a,  laquelle  a  par  conséquent  un  minimum  lorsque  ce 
point  varie  sur  la  surface  limitée  S'. 

Mais,  en  général,  l  augmente  indéfiniment  lorsque  le  point  a 
s'éloigne  indéfiniment. 

Donc,  /  a  un  minimum  sur  la  sui'face  entière  S  et  ce  minimum  donne 
la  géodésique  fermée  cherchée. 

Le  raisonnement  n'est  en  défaut  que  si  /  n'augmente  pas  indéfi- 
niment avec  l'éloignement  du  point  a,  ce  qui  ne  peut  se  présenter  que 
pour  les  contours  correspondant  aux  nappes  infinies  non  évasées. 
Nous  verrons  plus  loin  qu'il  y  a  réellement  exception  dans  ce  cas. 

2°  Supposons  qu'il  y  ait  deux  géodésiques  fermées  L,  L'  apparte- 
nant à  l'espèce  donnée.  Soient  m'  un  point  quelconque  de  L',  u  sa 
distance  à  L,  comptée  suivant  le  type  du  chemin  que  décrit  ce  point 
lorsque  L'  vient  coïncider  avec  L  par  une  déformation  coutinue.  Nous 
savons  (28)  que  la  distance  u  reprend  sa  valeur  initiale  lors(|ue  le 
point  M'  revient  à  sa  position  primitive  après  description  de  la  ligne  L'. 
Cette  distance  devrait  donc  avoir  un  maximum  en  valeur  absolue,  ce 
dont  nous  avons  démontré  l'impossibililé. 
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Pour  obtenir  le  même  résultat  par  rapplication  du  théorème  de 
Gauss,  on  remarquerait  que  les  géodésiques  abaissées,  normalement 
à  L,  des  positions  successives  du  point  M'  ne  sauraient  sY-nlre-croiser, 
sans  quoi  il  se  produirait  un  biangle  réductible  ou  un  triangle  birec- 
tangle  réductible;  autrement  dit,  les  deux  géodésiques  L  et  L' pour- 
raient être  considérées  comme  délimitant  une  aire  formée  de  parties 
additives.  L'application  du  théorème  de  Gauss  à  cette  aire  conduirait 
à  une  contradiction. 

Remarque  1.  —  Il  résulte,  soit  du  n^ôl,  soit  d'une  démonstraliou 
analogue  à  la  précédente,  qu'il  n  existe  pas,  sur  les  sur/aces  à  cour- 
bures opposées,  de  géodésiques  fermées  réductibles. 

Remarque  II.  —  La  géodésique  fermée  correspondant  à  l'espèce  £'" 
n'est  évidemment  autre  que  la  géodésique  fermée  d'espèce  2,  par- 
courue I  m  I  fois  dans  son  sens  primitif  ou  en  sens  inverse,  suivant  le 
signe  de  m. 

Ainsi,  au  point  de  vue  de  l'obtention  des  géodésiques  fermées,  nous 
n'aurons  pas  à  considérer  d'espèce  qui  soit  multiple  d'une  autre. 

En  particulier,  une  surface  à  connexion  double  n'admet  qu'une 
seule  géodésique  fermée. 

Au  contraire,  si  l'ordre  de  connexion  dépasse  deux,  les  géodésiques 
fermées  sont  en  nombre  infini.  Cette  infinité  est  d'ailleurs  évidemment 
dénomhrable. 

58.  On  peut  remarquer  que  ces  géodésiques  fermées  en  nombre 
infini  forment  un  ensemble  condensé  en  soi,  au  sens  de  Cantor-  c'est- 
à-dire  qu'étant  donnée  une  géodésique  fermée  L,  d'espèce  s,  il  existe 
une  infinité  d'autres  géodésiques  fermées  ayant  au  moins  un  élément 
aussi  voisin  qu'on  veut  d'un  élément  déterminé  quelconque  de  L. 

IV.  —  Géodésiques  asymptotiques. 

50.  D'après  le  n''  57,  si  L,  L  sont  deux  géodésiques,  lorsqu'un 
point  m'  se  meut  indéfiniment  (dans  un  sens  déterminé)  sur  L',  sa 
distance  à  L,  relative  à  un  type  déterminé  quelconque,  ne  peut  varier 
que  d'après  les  trois  lois  suivantes  : 
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1"  Croître  constammcnl  depuis  —  ce  jusqirà  -+-  =c,  ou  décroître  con- 
slamment  de  -h  ao  à  —  ce  (on  peut  dire  alors  que  les  deux  lignes  se 
coupent  suivant  le  type  considéré)'^ 

■2"  Partir  de  ±  oc  et  y  revenir  après  un  minimum  de  valeur  absolue  ; 

3"  Partir  de  ±  oo  pour  tendre  vers  zéro  sans  jamais  changer  de 
.signe  ni  de  sens  de  variation  (ou  la  variation  inverse). 

La  possibilité  des  deux  premiers  cas  est  évidente.  Celle  du  troisième 
s'établit  par  les  considérations  bien  connues  qui  s'offrent  dans  la  Géo- 
métrie non  euclidienne.  Soit  a'  un  point  de  la  surface,  A  une  géodé- 
sique  joignant  ce  point  à  un  point  a  d'une  géodésique  L.  Considérons 
un  point  m  qui  s'éloigne  indéfiniment  sur  L,  dans  un  sens  déterminé, 
à  partir  du  point  a  {fig-  4)  et  traçons  la  géodésique  a  m  du  type  A. 


L'angle  ma  a  va  constamment  en  croissant;  il  i-este  constamment  infé- 
rieur à  une  limite  déterminée,  à  savoir  l'angle  extérieur  en  a  du  tri- 
angle niaa' .  Donc  a' m  tend  vers  une  limite  L'. 

La  géodésique  L'  présente  évidemment  avec  L  la  relation  indiquée 
en  dernier  lieu.  Nous  dirons  qu'elle  est  asymptote  à  ]j.  Nous  voyons 
qu'à  chaque  type  de  lignes  allant  d'un  point  à  une  géodésique  corres- 
pondent deux  asymptotes  de  ce  type  ;  on  peut  considérer  ces  dernières 
comme  les  géodésiques  qui,  appartenant  au  type  en  question,  joignent 
le  point  donné  aux  points  à  l'infini  sur  la  géodésique  donnée. 

iO.  Réciproquement,  si  deux  géodésiques  L,  la  sont  asymptotes 
l'une  à  l'autre,  c'est-à-dire  si  leur  distance  mutuelle  comptée  suivant 
un  type  déterminé  (par  exemple  celui  d'une  certaine  ligne  joignant 
entre  eux  deux  points  a,  a'  'pris  sur  ces  géodésiques)  tend  vers  zéro, 
la  ligne  L'  est  l'asymptote  à  T^  menée  par  a'  à  l'a/dr  de  la  mêl/iode 
précédente. 
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Soil,  en  cH'cL,  mm'  une  ligiic  joignant  deux  poinls  pris  respcclivenuMil 
surL,  L'  eL  dont  la  longueur  À  tend  verszéiso  à  mesure  ({u'elle  s'éloigne 
indéfiniment  {fig-  4)-  Les  deux  points  w,  })i'  sont  supposés  se  déplacer 
d'une  façon  continue  et  la  ligne  mm'  dériver  par  continuité  de  la  ligne 
donnée  aa' .  Il  en  résulte  tjue  le  quadrilatère  aa! mni  est  réductible. 

Joignons  les  deux  points  a',  m  par  la  géodési(pie  qui,  considérée 
comme  ligne  allant  du  point  a'  à  la  ligne  mtn' ^  est  du  type  a! m' . 
L'angle  a  des  deux  lignes  a' nî ,  a' m  est  infiniment  petit,  car  («  et  v 
désignant  des  coordonnées  polaires  géodésiques  rapportées  au  pointa," 
C-  le  coefficient  derfp-  dans  l'élément  linéaire  iclalif  à  ces  coordonnées) 
on  a 

A  =  r   \  du-  -+•■  C-  dv-  >  f   C  fA'  >  ( aV>7 -  X)  a, 

à  cause  de  l'inégalité  C  >■  a,  établie  au  n°  51. 

Donc  a' /n'  est  bien  la  limite  de  a' /n  ;  ce  cjui  démontre  la  conclusion, 
car  la  réductibilité  du  cjuadrilalère  ad  mm!  et  celle  du  triangle  a'  mm' 
entraînent  celle  du  triangle  a'  a  m. 

Corollaires.  —  Si  une  géodésique  L'  est  asymptote  à  une  géo- 
désique  L,  réciproquement  celle-ci  est  asymptote  à  la  première 
suivant  le  même  type. 

Deux  géodésiques  asyniptotes  à  une  niéme  troisième  sont  asym- 
ptotes entre  elles. 

il.  Au  contraire,  les  asymptotes  menées  par  un  même  point  à 
deux  géodésiques  non  asymptotes  l'une  à  l'autre  ne  peuvent  coïn- 
cider. 

Toutefois,  cette  dernière  proposition  n'esl  exacte  (pie  moveiinanl 
une  convention  spéciale. 

Lorsque  nous  comparerons  entre  elles  les  géodésiques  issues  d'un 
même  point  a,  nous  aurons  dorénavant  égard  à  leurs  éléments  en  a, 
et  nous  dirons  qu'il  y  a  deux  géodésiques  distinctes  s'il  y  a  deux 
éléments  distincts;  de  sorte  qu'une  seule  et  même  géodésique  pourra 
figurer  à  double  titre  dans  l'cMuimération  des  géodésicpies  issues  de  a, 
si  elle  a  un  point  double  en  a. 

Journ.  de  Matli.  (5"  série),  toim;  IV.  —  Fasc.  I,   189S.  o 
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Deux  points  f/,  a'  élaiit  joints  par  une  llij:n<-  délrmiincr.  les  asym- 
ptotes menées  par  a,  suivant  le  type  aa',  à  deux  gi'-odésiques  dis- 
tinctes issues  de  a  ne  peuvent  coïncider. 

42.  Deux  asymptotes  menées  d'un  même  point  a  à  une  même  5;éo- 
désique  L,  mais  différant  par  le  type,  peuvenl-elles  coïncider"? 

Supposons  qu'une  ligne  ax  soit  asymptote  à  la  géodésique  L'  de 
deux  manières  différentes  et  soient  /»//;',  mm"  deux  lignes  de  types 
.différents  joignant  le  point  m  de  ax  à  L',  variant  dune  manière  con- 
tinue et  tendant  vers  zéro  à  mesure  que  le  point  m  s'éloigne  indéfi- 
niment. La  ligne  m' mm" ,  jointe  à  l'arc  m' m"  de  L',  forme  un  contour 
fermé  d'espèce  invariable  3,  puisque  ce  contour  se  déforme  conti- 
nûment. 

De  considérations  développées  un  peu  plus  loin  (n°'*  iîô,  iii  )  et  qui 
ne  supposent  en  rien  les  présentes  ('),  il  résulte  que  L'  est  asvmj)tote 
à  la  géodésicjue  fermée  L[,  d'espèce  z. 

Réciprocjuement,  dans  ce  cas,  il  y  a  effectivement  coïncidence,  car 
les  asymptotes  de  L'  sont  les  mêmes  que  celles  de  L^,,  lesquelles  ne 
changent  pas  rjuand  on  multiplie  les  types  j^arle  symbole  de  l'espèce  S. 

Si  la  ligne  L'  est  elle-même  la  géodésique  fermée  d'espèce  £, 
une  même  asymptote  ne  peut  provenir  de  deux  types  dijférents, 
puisqu'ici  deux  types  différant  entre  eux  par  le  symbole  L'  doivenl 
être  regardés  comme  idenlitjues. 

î-5.  rVous  avons  étudié  au  Chapitre  précédent  les  géoilésiques 
fermées.  Les  considérations  actuelles  nous  conduisent  à  envisager  les 
géodésiques  asymptoliques  aux  géodési(jues  fermées.  <_)n  voit  (pi'une 
telle  géodésique  L  sera  déterminée  lors(]u'ou  aura  donné  : 

i"  L'espèce  de  la  géo(l(''si(pi('  fcriui'e  correspontlaiite  \j„\ 

2"  Un  point  a  de  L; 

3"  Un  type  de  lignes  allant  du  point  a  à  L„. 

Nous  réunirons  dans  ime  même  catégorie  les  géodésiques  fermées 
et  leurs  asymptotes.  Les  premières  peuvent  évidemment,  en  effet,  être 
regardées  comme  un  cas  particulier  des  secondes. 


(')  Toutefois  il  est  supposé  en  cel  eiulroit,  cl  par  coiisriiiinit  irl,  i|iio  I.'  iio 
sort  pas  d'une  poilion  finie  de  la  surface. 
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Celle  réunion  esl  d'ailleurs  imposée  par  les  corollaires  du  n°  -iO, 
lesquels  nous  conduisent  à  ranger  dans  une  même  classe  les  géodésiques 
asymptoles  entre  elles. 

ii.  L  élanl  de  nouveau  une  géodésique  quelconque,  reprenons  le 
triangle  aa'm  {fig.  4)  considéré  au  n°  59.  aa'  désignant,  pour  fixer 
les  idées,  une  géodésique  normale  à  L,  soient  À  la  longueur  aa\  /l'arc 
am  (ou,  si  L  esl  fermée,  celui  des  arcs  am  qui  correspond  à  une  posi- 
tion actuellement  considérée  de  la  géodésique  variable  a' in^. 

Donnant  d'abord  à  /  une  valeur  déterminée  am„,  nous  aurons 


Supposons  que,  dans  toute  l'étendue  du  triangle  ama' ,  la  courbure 
soil  inférieure  en  valeur  absolue  à  une  limite  déterminée,  ce  qui  aura 
lieu  nécessairement  si  ce  triangle  esl  dans  une  partie  finie  de  la  sur- 
face. Si  alors  ;/,  t- désignent,  comme  au  n"  5i,  des  coordonnées  géo- 
désiques rapportées  à  L,  la  quantité  C  sera,  en  vertu  de  l'équation  (i  3), 
inférieure  à  ^(e*'-|-  e~'").  Ceci  fournil  une  limite  supérieure  de  laire 
du  triangle  et,  par  suite,  de  sa  courbure,  laquelle  est  plus  petite  que 

il  en  sera  encore  de  même  pour  la  courbure  du  triangle  géodésique 
aa'rn,  où  m,  est  un  point  de  l'arc  am.  D'autre  part,  si  m,  est  situé 
au  delà  de  nig,  il  suffira,  pour  obtenir  la  courbure  du  triangle  aa'm,, 
d'ajouter  à  la  courbure  du  triangle  aa'm„  celle  du  triangle  a' /»„/;;,, 

laquelle  est  inférieure  à  l'angle  am^a' . 

Donc  la  courbure  du  triangle  aa  m,  est  inférieure  à  une  quan- 
tité fixe  que  l'on  peut  assigner  dès  que  l'on  connaît  \,  sans  con- 
naître la  position  du  point  a  ni  celle  de  la  géodésique  L  (pourvu 
que  le  premier  soit  dans  une  région  finie  de  la  surface)  et  qui  tend 
vers  zéro  avec  X. 
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lien  est  de  même,  par  conséquent,  pour  la  dinërence  entir  l'angle 

('  ity  {fig-  4)  ("L  Tani^le  que  fait  l'asymptole  L'  avec  aa'  :  car  celle 
diflerence  est  la  limite  de  la  courlinre  (|ui  vient  d'èlre  étudiée. 

■io.  A  ce  résultat  nous  en  railaelierons  un  autre  (|ui  nous  sera  utile 
])lus  loin. 

Soient  /a,  ni'  deux  points  très  voisins  liui  de  laulre  (fîg-  '^)-  De 
ces  deux  points,  abaissons  sur  une  géodésique  (pielconque  I.  des  géo- 


dcsiques  normales  /,  /'  qui  dérivent  l'une  de  l'autre  lorstprou  v 
en  ni'  par  le  chemin  1res  petit  c[ui  joint  ces  deux  points. 

On  peut  assigner  à  l'angle  (pie  font  entre  elles  les  langenlrs 
à  /,  /'  respeclivcment  aux  points  ///,  ni'  une  limile  supc'-rienrc 
dantedela  distance  niin'  el  li'iidant  vers  zéro  a\('c  celle  dislanc 
indépendante  du  choix  de  la  géod(!'sique  I^  et  des  poiuls  m,  m' ,  \ 
qu'on  sache  (jue  ceux-ci  sont  dans  une  région  Unie  el  diMcniiiin' 
surface. 

En  elVd,  la  (lillVTeuee  des  angles  (pie  l'onl  rcs[)eelivcineul  /, 
la  géodi''si(pie  très  petite ////>/  esl  plus  [xiile  (pie  la  limile  siip 
lroi]V(''e  au  iiiiiiii''i'()  |iri''e(''(!enl. 
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LES    SURFACES    A    COLRDURES    OPPOSEES. 


V.  —  Gèodésiques  qui  s'éloignent  à  l'infini. 

m.  Nous  savons  qu'à  cliafjuc  nappe  inluiie  rc,  concspoud  un  con- 
tour simple,  cl  par  cons(''([UL'nL  (si  celle  nappe  csl  évasée,  ce  (pie  nous 
suj)[)OScrons.)  une  i;éoclési(jue  fermée  y,. 

C'est  celle  li|;ne  (jue  nous  prendrons  désormais  pour  |)osiliou  iniliale 
de  la  courbe  C,-  donl  il  a  élé  queslion  en  C(jmmen(anl  (u"  8  ),  posilion 
initiale  qui  limite  la  nappe  Jô,. 

Ainsi  (|u"il  a  éi('  remarqué  (27),  il  n'existe  sur  Jî-,  qu'un  seul  l\|>e 
de  ligues  allant  d'un  poinl  cjuelconque  m  à  la  courbe  limite  y,,  de  sorte 
que  la  dislance  géodésiqur  a  du  point  tn  à  cette  coufbe  est  une  fonc- 
tion parfaitement  déterminée  et  univoque  de  la  position,  de  ce  point. 

Comme  celle  dislance  ne  peut  avoir  de  maximum  sur  une  géodé- 
sique  el  doil  croître  constamment  el  indéfiniment  si  elle  est  croissante 
à  un  moment  quelcon([ue,  une  géodésicj[ue  qui  a  pénétré  dans  la 
nappe  jî,,-  ne  peut  plus  en  resso/'tir  :  elle  s'éloigne  fori-('ment  à  l' tn- 
jini  sur  cette  nappe,  cl  cela  réf^uliéremenl  (c'est-à-dire  sans  alterna- 
tives de  retour  à  distanc(.'  finie). 

47.  De  ce  qui  précède  résulte  <pH',  si  une  i;(''odési([ue  s'éloii;ne  à 
l'inlini,  il  en  est  de  nu''me  de  toute  yéodésiijue  infiniment  \oisine  de  la 
prennère. 

48.  Soit  une  géodésique  issue  d'un  poinl  0,non  situé  sur  la  nappe  Tv-.^. 
et  (pii  jiénètre  dans  celle  nappe  en  coupant  y,  en  un  [)oinl  ///.  Lorsijue 
ce  point  se  déplace  continûment  en  décrivant  y,  dans  un  sens  ou 
dans  l'autre,  la  géodésicpie  Oni  tovu'ne  autour  du  poinl  O  sans  cesser 
de  s'éloigner  à  l'infini  sur  la  nappe  3t,,. 

l^n  supposant  que  le  poinl  m  se  meuve  indéfiniment  dans  un  sens, 
jiuis  dans  le  sens  opposé,  on  voit  que  Oni  occupera  successivement 
toutes  les  |)Osilions  comprises  dans  l'angle  A.  ({ue  font  entre  elles  les 
deux  asymptotes  menées  par  le  point  O  à  y,  el  du  type  de  ()///. 

Les  angles  cl.  vont  jouer  un  rôle  t'ondamenlal  dans  les  considérations 
qui  seront  présentées  un  peu  plus  loin.  Ils  sont  en  nombre  infini  autour 
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iruii  nièine  point,  si  lordre  de  connexion  de  la  surface  est  su[)érienr 
à  2. 

Deux  propriétés  de  ces  angles  nous  seront  principalement  utiles  : 

i"  Les  côtés  d'an  angle  -l,  sont  des  géodésiqiies  qui  restent  à  dis- 
tance finie  (ce  sont  des  asymptotes  à  une  courbe  y,); 

2"  Deux  angles  A,  différents  ne  peuvent  aïoir  un  côté  coinuiun 
(41,  ¥1). 

49.  Supposons  que  toutes  les  nappes  infinies  soient  évasées  :  alors 
à  chacune  d'elles  correspondra  une  géodésique  fermée  y.  Ces  n  lignes 
n'ont  évidemment,  d'après  ce  qui  précède,  aucun  point  commun.  Elles 
divisent  la  surface  en  n  nappes  infinies  et  une  partie  S' limitée  en  tous 
sens.  C'est  cette  dernière  que  nous  nommerons,  dans  ce  qui  va  suivre, 
la  partie  finie  de  la  surface  :  en  sorte  que  cette  locution  aura  pour 
nous  dorénavant  un  sens  parfaitement  précis. 

JXous  voyons  que,  si  une  géodésique  quelconque  ne  s'éloigne  pas  à 
l'infini  régulièrement  sur  une  nappe  détei-minée,  elle  reste  constant- 
tnent  comprise  dans  la  partie  fiinie  de  la  surface. 

i5().  Nous  dirons  quelques  mots  du  cas  où  les  nappes  infinies  ne  sont 
pas  toutes  évasées.  Dans  ce  cas,  les  conclusions  précédentes  ne  subsis- 
tent plus. 

Soient,  en  efTet,  X,  une  nappe  non  évasée,  £/  l'espèce  de  contours 
simples  correspondante. 

Il  n'existe  pas  de  géodésique  fermée  de  cette  espèce  S,;  car,  s'il  y 
en  avait  une  et  qu'on  rapportât  les  points  de  Ob,  aux  coordonnées  w,  v 
relatives  à  cette  géodésique,  la  quantité  C  augmenterait,  indéfiniment 
avec  i/,  et  il  en  serait,  par  conséquent,  de  même  tic  l'intégrale 


I  y/rfu- 


C^  dv- 


étendue  à  une  courbe  indéfiniment  éloignée  d'espèce  (>,. 

Le  même  fait  résulte,  d'ailleurs,  du  théorème  de  Gauss  applicpié  à 
l'aire  comprise  entre  la  géodésique  supposée  cl  une  courbe  indélini- 
luenl  éloignée  d'espèce  £,,  si  l'on  part,  conformément  à  ce  qui  a  été 
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dil  au  11°  lo,  dccc  (|i'ic  riiilégrale      --  élciidiie  à  cclLedriiiirrc  toiirljc 

csl  infiniment  petile. 

Celte  dernière  démonstration  a  l'avantage  de  mettre  clairement  en 
évidence  ce  fait  que  la  géodésiquc  fermée  située  sur  la  nappe  non 
évasée  doit  être  considérée  comme  rejetée  à  l' m  fini. 

iîl.  On  voit  aussi  (ce  qui  était  à  peu  près  évident  d'après  les  re- 
marques faites  au  n°  13)  cjue  l'on  peut  faire  varier  la  courbe  G  con- 
sidéi'ée  en  cet  endroit  de  manière  que  son  périmètre  aille  constamment 
en  décroissanl.  Autrement  dit,  (G  )  étant  une  position  cjuelconque  de 
celte  courbe,  il  existe  au  delà  de  (Z)  des  courbes  de  même  espèce  et 
(le  périmètre  plus  petit  que  celui  de  toute  autre  courbe  analogue  située 
en  deçà  de  (s).  Dans  le  cas  contraire,  en  ellet,  les  raisonnements  du 
n"  37  continueraient  à  s'applicjuer  et  montreraient  l'existence  d'une 
géodésicjue  fermée  d'espèce  (s). 

On  en  conclut  que,  si  3'  est  un  contour  cpielconque  disliiict  de  £,  la 
géodésique  fermée  d'espèce  z" Z'  (laquelle  a  forcément  des  parties  à 
distance  finie)  s'éloigne  autant  c|u'on  veut  sur  la  nappe  non  évasée  si 
l'on  prend  le  nombre  n  assez  grand. 

\ix\  un  mot,  la  distinction  cjue  nous  avons  pu  faire,  en  général,  entre 
les  nappes  infinies  et  la  partie  finie  de  la  surface  cesse  d'être  possible 
dans  ce  cas  spécial. 

Nous  nous  bornerons  à  ces  indications  sur  les  nappes  non  évasées, 
et,  dans  tout  ce  qui  va  suivre,  nous  exclurons  expressément  leur 
existence. 

iVl.  Les  considérations  cpii  précèdent  permettent  d'étudier  la  dis- 
tribution des  géodésif[ues  lorscjue  la  surface  est  à  connexion  simple  ou 
double. 

Si,  en  elfet,  l'ordre  de  connexion  est  égal  à  i ,  il  ne  peut  y  avoir  de 
géodésique  fermée,  et  la  distance  d'un  point  M  à  un  point  fixe  (pi<'l- 
conque  O  (distance  qui  est  une  fonction  parfaitement  déterminée  de 
la  position  de  M)  augmente  indéfiniment  lorsque  Isf  décrit  une  géodé- 
sique. Toutes  les  géodésiques  s'en  vont,  par  consécpient,  à  l'infini,  el 
ta  distribution  est  entièrement  analoirtie  à  celle  des  droites  d'an 
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plan  (').  C"osl  LUI  résiillal  (ju'on  peut  vcrilkT  aiséincnl  sur  le  parabo- 
loïde  hyperbolique . 

Supposons,  mainlenant,  que  l'ordre  de  connexion  soit  égal  à  2. 
Alors  il  n"v  aura  qu'un  contour  élémentaire,  le  contour  simple  corres- 
pondant à  lune  quelconque  des  nappes  infinies  :  la  géodésique  fermée 
correspondante  divise  la  surface  en  deux  nappes  infinies.  La  partie  finie 
de  la  surface  n'existe  pas.  Donc  toutes  les  géodésiques  s'éloignent  à 
l'infini,  sauf  celles  cjui  sont  asymptotes  à  la  géodésique  fermée  :  ces 
dernières  passent,  au  nombre  de  2,  par  chaque  point  de  la  surface. 

C'est  en  particulier  ce  qui  se  passe  sur  l'hyperboloïde  à  une  nappe, 
et  notre  résultat  est  conforme  à  celui  qu'obtient  Halphen  sur  la  sur- 
face gauche  de  révolution. 

On  remarquera  que  la  nature  du  résultat  obtenu  tient  :  1"  à  ce  qu'il 
n  y  ac]u  une  seule  espèce  de  contours  fermés  essentiellement  distincts; 
y."  en  particulier,  à  ce  que  les  contours  simples  correspondant  aux  deux 
nappes  infinies  sont  équivalents. 

Au  contraire,  si  Tordre  de  connexion  dépasse  2  : 

i"  Les  contours  fermés  essentiellement  distincts  sont  en  nombre 
in  fini; 

■i"  I^es  contours  simples  relatifs  aux  diflérenles  nap])es  infinies  sont 
tous  distincts  les  uns  des  autres. 

(irâce  à  cette  double  circonstance,  les  résultats  obtenus  en  général 
vont  être  fort  difTérents  de  ceux  qui  s'offrent  dans  les  deux  cas  parti- 
culiers que  nous  \enons  d'examiner. 

VI.  —Géodésiques  de  troisième  catégorie;  classification  générale. 

o5.  Ainsi  que  nous  l'avons  dit  au  n"  ol,  nous  supposerons  que  les 
nappes  infinies  sont  toutes  évasées. 

Nous  avons,  dans  les  Chapitres  précédents,  considi'ri'  deux  classes 
de  géodésiques  :  celles  qui  sont  fermées  ou  asynqitoli(pies  aux  géodé- 
si([ues  fermées,  et  celles  (pii  s'éloignent  indéfiniment.  Nous  allons 
maintenant  étudier  les  géodésiques  ipii  ne  reutn'nl  dans  aucune  des 
deux  catégories  jjrécédentes. 

(')  Plus  e\aclenient,  d'un  plan  non  euclidien. 
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Envisageons  une  géodésique  L,  définie  par  un  élémonl  initial  (soil 
un  point  O  et  la  tangente  en  ce  point).  Si  cette  géodésicjue  ne  s'éloigne 
pas  à  l'infini,  elle  reste  constamment  comprise  dans  la  partie  finie  de 
la  surface.  Dès  lors  on  peut  évidemment  trouver  sur  cette  ligne,  d'une 
infinité  de  façons,  deux  éléments  infiniment  voisins,  autrement  dit  deux 
points  m,  m',  tels  que  : 

i"  L'arc  mm'  compris  entre  ces  deux  points,  sur  la  ligne  L,  soit  su- 
périeur à  une  longueur  déterminée  quelconque  7^; 

2°  La  plus  courte  ligne  géodésique  /  qui  joint  ces  deux  points  soit 
inférieure  à  une  quantité  quelconque  donnée  s; 

3"  L'angle  des  deux  tangentes  en  m,  /n'  soit  également  inférieur  à  £. 

La  ligne  /  forme,  avec  l'arc  mm'  de  L,  un  contour  fermé  S,  lequel 
n'est  pas  réductible  à  un  point,  puisque  c'est  un  biangle  géodésique. 
Soit  Lo  la  géodésique  fermée  d'espèce  S. 

Considérons  la  distance  normale  u  d'un  point  quelconque  de  L  à  la 
ligne  L„,  distance  comptée  suivant  un  type  tel  qu'elle  revienne  à  sa 
valeur  primitive  lorsque  ce  point  décrit  le  contour  £  (^28).  La  diffé- 
rence des  deux  valeurs  de  u  au  point  //>  et  au  point  m'  est  très  petite,  et 

il  en  est  de  même  (io)  de  la  dilTérence  des  deux  valeurs  de  ^• 

as 

Je  dis  que  u  el  j-  sont  très  petits  en  valeur  alisolue  tuut  le  longde 

rare  mm' . 

l'our  le  démontrer,  supposons  (I"abord  que  u  change  de  signe  sur 
l'arc  mm'  de  L  et,  par  conséquent,  aussi  sur  la  ligne  /  :  u  sera  très 
petit  en  m  et  en  m' ,  donc  aussi  tout  le  long  de  l'arc  m?n' .  D'ailleurs, 

à-  Il  .         ^  ...    du  ,       ,  ,  .  , ,         ,  1  , 

--TT  L'tant  Iini,  —sera  également  très  petit,  en  vcriu  d  un  lemnic  dé- 
montré dans  le  Mémoire  précédemment  cité  ('). 

Supposons,  en  second  lieu,  que  u  garde  un  signe  invariable  sur  le 

contour;  alors  il  en  sera  de  même  de  ^~— -;  comme  la  dilTérence  des  va- 

leurs  de  -j-  en  m  et  en  m  est  très  petite,  -j^  devra  elre  très  petit  en 
valeur  absolue  (sauf  tout  au  plus  pour  des  arcs  de  longueur  totale  très 


(')  Sur  certaines  propriétés  des  Irajecloires  en  Dynamique,  n"  4,  p.  334- 
Journ.  de  Malh.  (5«  st-rie),  tome  IV.  —  l'asc    I.  i8y.s.  9 
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petite).  D'ailleurs,  -j-  est  aussi  très  petit,  cai'  a  varie  ton  jouis  dans  le 

même  sens;  ce  fait  résulte  de  ce  que  la  variation  de  u  est  très  petite  et. 
si  u  a  un  minimum,  de  ce  que  les  deux  valeurs  initiale  el  finale  de 

-T7>  lesquelles  sont  très  peu  difTérenles,  comprennent  entre  elles  zéro. 


Des  lors,  l'écjuation  de  L,  rapportée  à  la  géodésique  I^„, 


d-  Il 


montre  que  -,  ~  doit  élri'  très  petit.  Létiuation 
^      L.  (tu  '  ' 

(i3)  'il$  =  _CK 

^        '  OU' 

})rouve  aisément  (ju'il  doit  en  être  de  même  de  «,  si  la  eourlnire  (prise 
en  valeur  absolue)  ne  descend  jamais  au-dessous  d'une  limite  déter- 
minée, ou  du  moins  ne  devient  très  petite  (jue  dans  des  aires  sunisam- 
ment  petites  dans  toutes  leurs  dimensions  et  séparées  par  des  inter- 
valles non  très  petits. 

Notre  conclusion  est  donc  démontrée  dans  tous  les  cas. 

oi.  Si  u  continue  à  décroître  en  valeur  absolue,  notre  géodésicpu' 
est  asymptote  à  L,,;  sinon,  nous  devons  supposer  rjue  it  a  un  certain 
minimum,  après  lerjuel  L  s'éloigne  à  nouveau  de  L„. 

D'après  cela,  si,  outre  les  deux  catégories  de  géodési(|ues  rencon- 
trées dans  les  Chapitres  précédents,  il  en  existe  une  troisième,  cha- 
cune des  lignes  de  cette  dernière  catégorie  correspondra  à  une  série 
infinie  de  géodésiques  fermées  L^,  L,,  . .  .,  L,,  de  chacune  des(|ii('ll(s 
elle  s'a])prochera  successivement  pour  l'abandonner  ensuite;  elle  ser- 
rera ces  géodésiques  successives  de  ])liis  en  plus  près,  (M  cela  sur  des 
longueurs  de  plus  en  plus  considérables. 

\\n  un  mot,  la  géodésique  en  question  possède  la  proprif'lé  iiHli'pii'e 
|iai'  M.  Poincaré  ('),  à  savoir  que  les  écpiations  du  pioiilème  admet- 


(')  Les  inélliodes  nouvelles  de  la  Mécanique  céleste,  t.  I,  p.  82. 
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lent  ic  une  solution  périodique  (clou t  la  période  peut,  il  est  vrai,  èlro 
très  longue),  telle  que  la  dilTérence  des  deux  solutions  soit  aussi  petite 
quon  le  veut,  pendant  un  temps  aussi  long  qu'on  le  veut  ». 

00.   La  suite  des  géodésiques  L,  suffit-elle  à  déliiiir  la  géodésique  L? 

Pour  nous  en  rendre  compte,  considérons,  sur  L,  un  point /«  séparé 
du  point  O  par  un  arc  très  grand  et,  d'autre  part,  très  voisin  d'un 
point  m'  d'une  des  géodésiques  L,,  de  manière  que  les  tangentes 
menées  en  ces  deux  points  aux  deux  lignes  fassent  un  angle  très  petit. 
Joignons  0/»'  par  la  géodésique  qui  équivaut  à  l'arc  O/h  joint  à  la 
ligne  infiniment  petite  mnï.  Celte  géodésique  fera  avec  L  un  angle 
1res  petit,  comme  on  le  démontre  jiar  le  raisonnement  déjà  invoqué 
au  n"  40.  Elle  fera  aussi  un  angle  1res  petit  avec  L,  et,  par  suite,  aussi 
avec  l'asymptote  menée  .du  point  O  à  cette  ligne,  suivant  le  même 
type;  car  la  différence  des  angles  que  font  0/n,  Om'  avec  iiidi'  est 
sensiblement  égale  à  la  courbure  totale  du  triangle  O ////«',  lacjuelle 
est  très  petite  (4i),  et,  d'autre  part,  les  angles  de  L  et  de  L,  avec  ntni 
sont  aussi  très  peu  diOV-rents. 

Donc  L  cal  la  limite  cVanyinplolcs  lucnccs  du  point  O  aii.i- 
lignes  L,. 

On  voit,  par  conséquent,  cjue,  s'il  existe  une  géodésique  de  la  troi- 
sième catégorie,  on  devra,  pour  l'obtenir,  considérer  : 

1°  Lne  série  de  géodésiques  fermées  L,  correspondant  à  des  espèces 
de  plus  en  plus  compliquées; 

2°  Un  point  O  ; 

3°  Une  série  de  types  G,  de  chemins  allant  respectiveiiiciU  du 
point  O  à  chacune  des  lignes  L,. 

Les  asymptotes  menées  du  point  O  à  chacune  des  lignes  L,,  suivant 
le  type  e,-  correspondant,  tendront  (du  moins  si  les  L,,  c,-  ont  été  choi- 
sis convenablement)  vers  une  position  limite  cpii  sera  la  géodésique 
demandée  L. 

On  remarquera  que  toute  géodésique  asymptote  à  Lseradélinie  par 
la  même  suite  de  symboles  L,,  G,-,  le  point  O  changeant  seul;  de  sorte 
que  cette  suite  de  symboles,  lorsque  le  point  O  reste  indéterminé, 
définit  une  classe  de  géodésiques,  en  prenant  ce  mot  avec  le  sens  (pii 
lui  a  été  donné  au  n°  45. 
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5(>.  Il  reste  à  savoir  si  les  trajectoires  dont  nous  venons  de  suppo- 
ser l'existence  se  présentent  véritablement. 

La  réponse  à  cette  question  est  affirmative;  nous  allons  constater,  en 
effet,  que  les  géodésiqnes  fermées  et  leurs  asymptotes  ne  peuvent  con- 
stituer à  elles  seules  la  totalité  des  géodésiques  qui  restent  ta  distance 
Unie. 

Soit  O  un  point  que  nous  supposerons,  pour  fixer  les  idées,  situé 
dans  la  partie  finie  de  la  surface;  nous  désignerons  par  E  l'ensemble 
formé  par  les  directions  initiales  des  lignes  géodésiques  qui  en  par- 
tent (')  et  ne  s'éloignent  pas  indéfiniment. 

D'après  ce  que  nous  avons  vu  précédemment,  cet  ensemble  est 
formé  par  les  lignes  qui  ne  sont  intérieures  à  aucun  des  angles  que 
nous  avons  désignés  (-48)  par  la  lettre  ..l,,  les  côtés  de  ces  angles  fai- 
sant partie  de  l'ensemble. 

Je  dis  qu'un  tel  ensemble  est  parfait  : 

i"  Toute  ligne  qui  appartient  à  Veitsenible  V.  appartient  aussi  à 
son  dérivé. 

En  effet,  si  une  géodésique  L  appartenant  à  renseml)le  E  sert  de  côté 
à  un  angle  tel  que  toutes  les  directions  intérieures  à  cet  angle  soient 
celles  de  géodésiques  qui  s'éloignent  indéfiniment,  cet  angle  ne  peut 
être  qu'un  angle  ,.1,.  Mais  alors,  de  l'autre  côté  de  L  se  trouveront  des 
lignes  appartenant  à  l'ensemble  E  :  le  contraire  exigerait,  en  cll'et, 
(jueL  serve  de  côté  commun  à  deux  angles  .:i,  diflerents,  ce  qui  ni>  [leut 
être  (48). 

2"  Toute  ligne  qui  n'appartient  pas  ci  l'ensemble  E  n'appartient 
pas  à  son  ensemble  dérivé. 

C'est  ce  que  nous  avons  remarqué  au  n"  47. 

Donc  l'ensemble  E  est  bien  parfait  et,  comme  tel,  de  seconde  puis- 
sance. 

Or  les  asymptotes  menées  par  le  point  (_)  aux  dillércntes  géodé- 
siques fermées  forment  un  (Misembli-  numérable. 

Donc  l'existence  des  géodésiques  de  la  troisième  catégorie  est 
démontrée. 

(')  Il  est  clair  que  nous  adoptons  ici  la  convention  du  n"  41. 
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57.  La  fi;énéralion  de  Tensemble  E  rappelle  évidemment  celle  de 
ces  ensembles  rencontrés  par  M.  Poincaré,  introduits  plus  explicite- 
ment dans  la  Science  par  M.  Bendixson,  puis  étudiés  par  M.  Cantor 
et  qui,  tout  en  étant  parfaits,  ne  sont  condensés  dans  aucun  intervalle. 
Les  angles  ^l,  jouent  ici  le  rôle  des  intervalles  nommés  (a.„  6.,)  P'TI' 
M.  Cantor  ('). 

Nous  allons  montrer  que  rensemble  E  appartient  effectivement  à  la 
catégorie  dont  nous  venons  de  parler. 

Pour  cela,  soit  P  un  second  point  quelconque  de  la  surface  et  dési- 
gnons par  .L'  l'ensemble  des  directions  initiales  des  différentes  géodé- 
siques  qui  vont  du  point  O  au  point  P. 

Je  dis  que  l'ensemble  C  a  pour  dérivé  E. 

Tout  d'abord,  une  géodésiquc  L,  issue  du  point  O  et  qui  s'éloigne  à 
l'intini  sur  une  nappe  quelconque  X,,  n'appartient  pas  au  dérivé  de  c. 
Prenons,  en  effet,  sur  cette  ligne  un  arc  déterminé  Om  =  l  :  une  géo- 
désiquc suffisamment  voisine  de  L,  mais  non  coïncidente  avec  elle,  ni' 
passera,  assurément  pas,  par  le  point  P,  de  manière  que  l'arc  OP  soit 
inférieur  à  /.  Mais  le  point  P  ne  peut  pas  non  plus  être  l'extrémité  d'un 
arc  supérieur  à  /,  porté  sur  une  géodésique  voisine  de  L,  si  l'arc  /  a 
été  pris  assez  grand  pour  que  son  extrémité  m  soit  sur  la  nappe  X,  et 
(dans  le  cas  où  le  point  P  serait  également  sur  cette  nappe)  à  une 
distance  de  y,  plus  grande  que  celle  de  P. 

Nous  avons  maintenant  à  démontrer  la  conclusion  réciproque,  à  sa- 
voir que  si  la  géodésique  L  est  tout  entière  à  distance  finie,  il  existe 
des  géodésiques  faisant  avec  elle,  en  O,  un  angle  aussi  petit  qu'on  veut 
et  passant  par  le  point  P. 

Supposons  d'abord  queL  soit  asymptote  à  une  géodésique  fermée  r, 
d'espèce  s  (ce  cas  comprenant  celui  où  L  serait  elle-même  une  géodé- 
sique fermée).  L  est  la  limite  de  géodésiques  joignant  O  à  un  point 
déterminé  quelconque  m  de  J^  et  dérivant  de  l'une  d'entre  elles  par  un 
nombre  de  plus  en  plus  grand  de  circulations  du  point  m  suivant  r  : 
soit  L'*'  la  géodésique  Om  correspondant  à  /i  circulations  et  dont  la 
longueur  A^  augmente  indéfiniment  avec  k.  Imaginons  que  le  point  /// 
se  rende  en  P  par  un  chemin  déterminé  une  fois  pour  toutes  et  de  lon- 

(')  Aclci  malhem.,  l.  IV,  p.  38 1;  i884. 
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giieiir  /  :  la  j^vodcsiniio  OP  qui,  dans  ce  doplaccmenl,  drrive  par  conti- 
nuité de  L'*',  fait  avec  celle-ci  (40)  un  ans'le  inférieur  à  ^ ,•  Elle 

est  donc  infiniment  voisine  de  L''''  et,  par  suite,  de  L  pour  k  infini. 

La  conclusion  demandée  est  ainsi  établie  si  L  est  fermée  ou  asyni- 
plole  à  une  géodésicjue  fermée.  Dès  lors,  elle  s'étend  d'elle-même  aux 
géodcsiques  de  troisième  catégorie,  puiscjue  celles-ci  sont  des  limites 
de  lignes  telles  cjue  la  ligne  L  qui  vient  d'être  considérée. 

Le  théorème  est  donc  complètement  démontré. 

08.  Les  considérations  précédentes  nous  permettent  de  prouver, 
comme  nous  l'avons  annoncé,  que  l'ensemble  E,  quoicjue  parfait,  n'est 
condensé  dans  aucun  intervalle  :  c'est-à-dire  que,  près  de  toute  ligne 
appartenant  à  cet  ensemble,  se  trouvent  une  infinité  de  lignes  qui  n'v 
appartiennent  point. 

Il  suffit  en  effet,  dans  le  raisonnement  précédent,  de  prendre  le 
point  P  sur  une  nappe  infinie,  puisque  toutes  les  géodésicjues  qui  pas- 
sent par  un  tel  point  s'éloignent  indéfiniment. 

Il  est  donc  bien  prouvé  cjue  l'cnse/nblc  E  esl  un  cnscinhir  parfciil, 
qui  n'es/  nulle  part  continu. 

Mais  de  ce  que  nous  venons  de  dire  se  dégagent  des  conclusions  plus 
étendues  à  certains  égards.  Nous  voyons,  en  elVet  : 

1"  Que,  dans  le  voisinage  d'une  ligne  L  faisant  partie  de  l'en- 
sembleK,  on  trouve  des  géodcsiques  allant  à  l'infini  sur-  telle  nappe 
infinie  qu'on  veut.  puis(pi('  le  pi)inl  P  j)cul  être  pris  sur  u'iuqjorle 
quelle  nappe  infinie; 

2°  Que,  dans  le  voisinage  de  celte  même  ligne,  existent  aussi  d'au- 
tres lignes  restant  à  distance  finie,  en  particulier  des  asymptotes  à 
toutes  les  gèodésiqucs  y,,  puisque  ces  asymptotes  servent  de  côtés  aux 
angles  A.,  et  des  gcodésiques  de  troisième  catégorie  :  celles-ci  sont, 
en  effet,  distribuées  dans  tout  angle  contenant  des  éléments  de  1\ 
puisque  les  asymptotes  aux  géodésiques  fermées  ne  foriucnl  (pTune 
partie  numérable  de  l'ensemble  ])arfait  E. 

l'^n  un  mot,  tandis  que  loule  géodésiquc  qui  s'éloigne  à  l'infini  esl 
entouré  d'un  continuum  de  géodésifjues  jouissant  de  la  même  |)ro- 
priété,  au  contraire,  tout  changement,  si  minime  qu  il  soit,  appoi-lé 
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à  la  direction  initiale  d'une  géodésique  qui  reste  à  distance  finie 
suffit  pour  amener  une  variation  absolument  quelconque  dans  l'al- 
lure finale  de  la  courbe,   la  géodésique  troublée  pouvant  afTecter 

n'iinporle  laquelle  des  formes  énumérées  précédemment. 


o9.  Les  circonstances  que  nous  venons  de  rencontrer  se  retrouve- 
ront-elles dans  d'autres  problèmes  de  Mécanique?  Se  présenteront-elles, 
en  particulier,  dans  l'étude  des  mouvements  des  corps  célestes?  C'est 
ce  qu'on  ne  saurait  affirmer.  Il  est  probable,  cependant,  que  les  résul- 
tats obtenus  dans  ces  cas  difflciles  seront  analogues  aux  précédents,  au 
moins  par  leur  complexité. 

S'il  en  était  ainsi,  il  importe  de  remarquer  que  l'un  des  principaux 
problèmes  de  la  Mécanique  céleste,  la  question  de  la  stabilité  du  sys- 
tème du  monde,  même  sous  son  aspect  théorique  (c'est-à-dire  réduite 
au  mouvement  de  n  points  matériels  s'attirant  suivant  la  loi  de  Xewton). 
cesserait  d'avoir  un  sens. 

Certes,  lorsqu'un  systèinc  se  meut  sous  l'action  de  forces  données 
et  que  les  conditions  initiales  du  mouvement  ont  des  valeurs  données, 
au  sens  mathématique  du  mot,  le  mouvement  ultérieur  et,  par 
conséquent,  la  manière  dont  il  se  comporte,  lorsque  /  augmente  indé- 
finiment, sont  par  cela  même  connus.  Mais,  dans  les  problèmes  astro- 
nomiques, il  ne  saurait  en  être  ainsi  :  les  constantes  qui  définissent  le 
mouvement  sont  données  physiquement,  c'est-à-dire  avec  des  erreurs 
dont  l'amplitude  se  réduit  à  mesure  que  la  puissance  de  nos  moyens 
d'observation  augmente,  mais  qu'il  est  impossible  d'annuler. 

Si  l'on  ne  suit  les  trajectoires  que  pendant  un  temps  déterminé, 
quelconque  d'ailleurs,  on  peut  imaginer  que  les  erreurs  sur  les  données 
initiales  aient  été  rendues  assez  minimes  pour  ne  pas  altérer  sensible- 
ment la  forme  de  ces  trajectoires  pendant  le  susdit  intervalle  de  temps. 
Ce  qui  précède  nous  montre  qu'il  n'est  en  aucune  façon  légitime  den 
tirer  une  conclusion  analogue  relativement  à  l'allure  finale  de  ces 
mêmes  courbes.  Celle-ci  peut  fort  bien  dépendre  (et  dépend,  en  elTel, 
dans   les    problèmes   relativement  simples   an\i|uels  est   consacré  le 
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présenl    iNIémoirc)    de   propriétés    discontinues,    ai-itliinctiqucs  des 
constantes  d'intégration. 

60.  De  quelle  nature  sont  ces  propriétés?  Pour  nous  borner  aux 
cas  que  nous  avons  traités,  dans  quelle  voie  doit-on  chercher  à  com- 
pléter la  discussion  que  nous  avons  donnée  des  géodésiques  sur  les 
surfaces  à  courbures  opposées  et  à  connexion  multiple?  La  première 
question  cjui  se  pose  à  cet  égard  est  la  suivante  : 

Nous  avons  vu  que  les  géodésiques  issues  d'un  point  quelconque  O 
sont  : 

1°  Les  géodésiques  fermées  ou  leurs  asymptoliques,  dont  chacune 
est  caractérisée  par  une  espèce  s  de  contours  fermés,  un  type  e  de 
lignes  joignant  le  point  O  à  la  géodésique  fermée  d'espèce  c  ; 

2°  Les  géodésiques  qui  vont  à  l'infini,  distribuées  dans  les  diffé- 
rents angles  X  :  chacun  de  ces  angles  est  caractérisé  par  une  nappe 
infinie  et  un  type  de  lignes  menées  de  O  à  la  géodésique  fermée  cor- 
respondant à  cette  nappe; 

'o"  Les  géodésiques  de  la  troisième  catégorie,  qui  sont  des  limites 
de  celles  que  nous  avons  nommées  en  premier  lieu. 

Il  y  aurait  lieu  d'étudier  Vofdre  circulaire  dans  lequel  ces  lignes 
sont  rangées  autour  de  O. 

Il  est  d'ailleurs  clair  cju'il  suffit  de  trouver  la  dislribulion  des  géo- 
désiques de  la  première  sorte,  car  entre  celles-là  viendront  évidemment 
se  placer  d'eux-mêmes  les  angles  ^i,  d'une  part,  les  géodésiiiues  de  la 
troisième  catégorie  de  l'autre. 

01.  L'étude  de  cet  ordre  circulaire  est  d'ailleurs  sinq)lifiée  \y,\v 
cette  circonstance  (jue  cet  ordre  ne  dépend  pas  de  la  position  du 
point  O. 

En  effet,  lorsque  ce  point  se  déplace,  deux  lignes  de  symboles  diffé- 
rents ne  peuvent  coïncider  et,  par  conséquent,  leur  ordre  reste  inva- 
riable. 

11  résulte  prcscjue  évidemment  de  ce  fait  que,  si  deux  synd)oles 
cori'cspondcnt  à  deux  géodési(jues  infiniment  voisines,  issues  d'un 
point  O,  ils  donneront  encore  deux  gé()dési([ues  inliniiueul  voisines 
en  un  second  point  O';  et,  effectivement,  l'on  peut  démontrer  directe- 
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iiiriil  qui'  li's  asyiiipLolcs  menées  du  point  O'  (suiviml  li'  lypo  d'un 
elieinin  OO'  déterminé)  à  deux  géodésiques  livs  voisines  issues  du 
[)oinl  O,  sont  aussi  très  voisines  Tune  de  l'autre. 

Supposons  niaintenanl  que  le  point  ()  r^nienne  à  sa  position  primi- 
tive après  s'être  déplacé  le  long  d'un  certain  contour  fermé  non  réduc- 
tible. Notre  ordre  circulaire  ne  sera  pas  altéré  par  cette  opération, 
qui  consiste  à  multiplier  tous  les  types  5  envisagés  tout  à  l'heure  pai 
celui  du  contour  en  question  (considéré  comme  joignant  le  point  <) 
à  lui-même  ). 

Ainsi  l'on  devra  trouver,  entre  les  symboles  énumérésen  i"(numé]o 
précédent),  un  ordre  circulaire  qui  ne  change  pas  lorsqu'on  mulliplie 
tous  les  types  par  un  même  facteur  quelconque.  La  détermination 
générale  des  ordres  jouissant  de  cette  propriété  est,  par  conséquent, 
un  problème  dont  la  solution  Importerait  à  n(j|re  objet. 

62.  Quant  à  la  métliode  que  nous  avorfs  enqjloyée,  on  peut  la  consi- 
dérer comme  une  application  de  deux  principes  posés  par  M.  Poincaré, 
dans  ses  études  sur  les  équations  différentielles. 

En  premier  lieu,  nos  conclusions  mettent  en  évidence,  une  fois  de 
])lus,  le  rôle  fondamental  que  joue  dans  ces  questions  V Analysis 
sifus.  (^u'il  soit  absurde  d'étudier  des  courbes  intégrales  tracées 
dans  un  domaine  déterminé  sans  faire  entrer  en  ligne  de  compte  la 
forme  même  de  ce  domaine,  c'est  une  vérité  sur  laquelle  il  peut  sembler 
inutile  d'insister  longuement.  Cette  vérité  est  cependant  restée  insoup- 
çonnée jusqu'aux  travaux  de  M.  Poincaré. 

En  second  lieu,  Timportance  que  ce  géomètre  a  reconnue  aux  solu- 
tions périodiques ,  dans  son  Traité  de  Mécanique  céleste ,  s"e.-l 
manifestée  également  dans  la  question  actuelle.  Ici  encore,  elles  se 
sont  montrées  «  la  seule  brèche  par  laquelle  nous  puissions  essayer 
de  pénétrer  dans  une  place  jusqu'ici  réputée  inabordable  ('  ).    » 

D'une  façon  plus  précise,  elles  ont  joué  pour  nous  le  rôle  d'une 
sorte  de  système  de  coordonnées  au({uel  nous  avons  rapporté  toutes 
les  autres  géodésiques. 


(')  Les  inétiiodes  nouvetles  de  la  Mécanique  céleste,  i.  I,  p.  82. 
Journ.  de  Math,  {'y  bérie),tome  IV.  —  Fasc.  I,  iSçj8. 


THEOIUE    NOUVELLE    VES    SUBSTITUTIONS. 


Exposé  d'une   t/iéoi  ic   noiivcUc   des   suhstitulioiis ; 
Par  m.   h.   LAUREAT 


Dans  le  Iravail  qui  siiil,  je  lac  propose  de  créer  un  alyoïilhme  pour 
exposer  la  théorie  générale  des  substitutions  ;  à  la  considération  de  la 
notion  de  produits  et  de  puissances  de  substitutions,  on  peut  joindre 
les  notions  de  somme,  de  différence,  et  en  général  de  fonctions  de 
substitutions.  Les  substitutions  deviennent  ainsi  de  véritables  quan- 
tités imaginaires  dans  le  sens  le  plus  large  du  mot  ;  elles  jouent  dans  le 
calcul  le  même  rôle  exactement  que  les  clefs;  ce  sont  des  clefs.  Les 
clefs  imaginaires  reçoivent  ainsi  une  interprélalion  concrète;  elles 
auront  désormais  une  signification  précise. 

Le  calcul  des  substitutions  tel  que  je  le  présente  n"est  pas  un  pur 
objet  de  curiosité  :  on  verra  qu'il  vient  ajouter  des  ressources  au  calcul 
ordinaire  et  qu'il  permet  de  découvrir  de  nouveaux  groupes  ;  entre 
autres  résultats,  il  permet  d'énoncer,  sous  une  forme  simple,  la  condi- 
tion nécessaire  et  suffisante  pour  que  deux  substitutions  soient  échan- 
geables. 

Dans  ce  qui  suit,  je  laisse  de  côté  tout  ce  qui  concerne  la  théorie  des 
invariants,  mon  seul  but  étant  de  montrer  Tnlilité  de  la  nouvelle 
théorie.  Ceux  qui  voudront  bien  lire  les  pages  qui  suivent  se  convain- 
cront que  je  n'ai  fait  qu'eflleurer  un  sujet  très  vaste;  ainsi,  pour  ne 
parler  que  d'une  application  que  j'ai  laissée  de  côté,  on  ]H)iirrail  faire 
une  théorie  des  congruences  de  subsliiutions  en  ne  considérant  ipie  les 
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siili^;lilulions  linéaires  à  coefficieiils  cnliers  en  iirgligcinit  Unis  les  iiuil- 
tiples  (1  un  ciiliiT  donnr.  (lellc  théorie  des  congruciiccs  de  siihslilti- 
lions  linéaires  viendrail  conipiéler  la  lliéoiie  d(^s  suhslilulioiis  din- 
diees  dans  les  sulislilulions  de  lettres. 


2.  —  Substitutions  linéaires. 

On  a[i[)ello  stihsliliilhtit   lim'aiic  ro|)(''rali(in  ([iii   eonsisie  à    rein- 

jdaeer    d(^s    \aiial)l('s    ./,.   .r.^ /„    par    des   IV)nelions  linéair<'s    et 

lH)iiH>i;ènes 

c'.c/'i  4-  «i^j.ro  +.  .  .  4-  '/,„.'■„, 

":\  ''i  +  0.,.,.i:..  +.  .  .  +  (li,r'',ii 

(\c  ci's  inèines  variables;  eesl  encore,  si  Ton  \enl,  un  ehau^iMuenl  de 
\arial)l<'s  exprimé  par  les  l'orundes 

./;',  =  «2i  ■■'■|  +•••-!-  (>2n-^'„i 

une  pareille  opiualion  prul  é'Irr  re|)ri''S('ntéi'  jiar  nue  scidc  lellrc  s. 
Soil  donc-  .s  la  suhsiilulinu 

■f'-  =  tl,^./\  -h  a,:^.r-.,  -h  ■  .  .-h  O,;,.!-,,  (  /  =  I  ,  -2.   ...,  //  ); 

la  sidisIllutidU 

x-  =  (/(  '/,,■'■,  +  a,:,.r.^  -)-...+  a,„.r,i)  (  /  -=  i ,  2,  ....  //  ) 

sera  ri'pi'ésenh'c  par  /■/•v.  Snil  i-neore  /  la  suit--!  il  ul  ion 

■'-',  -~  ''-',  I  ■'■.  +  f'ii'-'.!  +  •  ■  •  4-  />iu-''u  (/==  1 ,  li,  ...,//  ); 

la  sulislilulion 

■'■/  =  ((^h  -r-  l^i,  )•'■.  +-•••  +  ('"//„  +  /',„  )■'■„  (i  —  \,  -2,  .  . .,  n) 

si'ni  ic|)r(''S(Milée  |iar  .v  -t-  /. 
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Les  symboles  as -\-hl^r.u  -^  . .  .,  dans  lesquels  o,  A,  r,  . . .  soûl  des 
ii()iiil)i'es  et  .f,  /,  II.  ...  (les  subslilutions  linéaires,  sont  donc  bien  dé- 
liiiis.  l  lie  fois  poiii-  loules,  le  symbole  -r,;  désignera  le  symixjle  de 
la  suljslilulioii  ([iii  riiuplaee  x^  par  Xj  el  les  aiilres  ./•  par  zéro  :  ce  sera 
la  siibsliliilioii 

./•,  =  o.  ....  x'-=^  Xj,  . . .,  ./-■„  =  o  ; 

alors  le  svmbole  'Lcijj-.jj  désignera  la  siibstilulion 

x'.  =  a, ,  ./•  I  -f-  (ij.,  j-.j  + . . .  +  a  in  x„         (  /  —  I ,  lî .  ....  //  ) . 

On  appelle  produit  de  deux  substitutions  Za^j'ij,  Z/'ijZ,/  le  ré- 
sullal  de  l'élimination  de  x\,  x',^,  . . .,  x'^  entre 

./v  =  «,,•'■,  +  a,oX-^  + . . .  +  «,„x„  (/  =  I ,  :^ n  ) 

el 

x]  =  />, , .<;''|  +  />,., x'.,  -+-. .  .-h  h,„ x',^  (/=  1 ,  2 ....,//) . 

(Je  résullal  est 

■*•■  ^  I.bij,a,,,x,  +  lA,A(7;i,,r.,  +  . . .  +  Zhii^akn^-,,        ({  =  r ,  2,  . . .,  «), 

et  on  le  flésigne  par 

cesl  la  substitution  linéaire 

S  (  A, ,  a ,  ^  +  A/,  a.;  +  . . .  +  A,„  cr„;  ) t,; , 

résultat  quil  ne  faut  pa<  confondre  avec 

Zaij-.,jZbij-ij  =  l{a,,b,j-h...-ha,„b„j)'ïi;. 

Le  résultat  de  la  multiplicalion  nest  donc  pas.  en  général,  indépen- 
dant de  Tordre  des  facteurs. 

O/i  voit   que.   poii.r   niiilliplirr   deux   expiassions  de   la    forme 
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y" 

-y-ij-jj  l'une  par  l'auli-e.  il  faut  traiter  les  symboles  T/y  comme  des 
quantités  algébriques,  en  ayant  soin  de  ne  pas  intervertir  les  fac- 
teurs et  en  ayant  égard  aux  relations 

, (  T,vsiA=y, 

lorsque  s  cl  /  clrsii;iient  deux  sulisliliitions,  ou  a 

st  =  ts\ 

ou  (lit  que  ces  deu\  substitulious  sont  échangeables. 

Si  5-  désigne  une  substitution  linéaire,  .v  X  *•  se  désigne  par  s'-;  le 
produit  de  s'-  par  s  se  désigne  par  s%  ...;  .v"  désigne  ce  que  l'on  appelle 
la  substitution  identique;  elle  remplace  .r,  par  .r,;  elle  n'allère  pas  les 
variables,  elle  est  équivalente  à  t,  , -i- -.o -i- . . . -f- t„„  ;  on  la  désigne 
par  I  ;  ainsi 


Il  esl  facile  de  voir  que 

^«,./-/y(-.  ,  +  T,,  +  ...)  =  (-,,  +  -.2  ^  ••  •)  y^f'u'u  =  -f'u'U 

et  (pie  tout  uonil)re  a  représente  aussi  une  sub>liluliou  échangeable 
avec  toutes  les  aulres,  à  savoir  la  subslihiliou 

.//,  =  a./;, ,  ./•„  ^=  ax.,,  .  . .,  x\^  =  ax„. 

Le  s\  uibole  f{s)  —  a„  -+-  a, s  -+-  a.^s'-  -h  . . .  se  lroii\e  d.uie  bien  diliiii, 
ainsi  (pie  le  symbole 

/(.v, /,  u,  ..:)  =  '^a,j,s't'u''..., 

les  «,  b,  . . .,  a,j  désigna  ni  des  iioml)res  el  .v,  /,  u.  ...  des  s\  mboles  de 
subslilulion. 

Nous  appellerons  degré-  d'une  suiisliliilion  le  nondire  de-  \ailables 
X^,  ./,\.,  .  .  .  ,  ■/•„  sur  les(pielles  elle  opère. 
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Le  (li'IrrinilKllil  irillic  >lll)-<lUulioil  l.(lij~.,j  csl  le  drli'llii  iiiaiil 

i  ±  «,  ,  f/^2  •  •  •  (liin- 

(  )i"dlMaii'cnieiil  il  esl  sii])|)Osé  difirrenl  de  zi'to,  aliii  (|uc  les  i''(|iiali()ii> 
qui  lient  les  anciennes  el  les  nouvelles  variables  soient  résoluljles  par 
rapport  aux  anciennes  comme  par  rapport  aux  nouvelles  variables; 
mais  nous  n'exclurons  pas  de  nos  considérations  les  substitutions  de 
déterminant  nul;  nous  verrons  même  cju'elles  jouent  un  rôle  imporlaiil 
dans  notre  théorie. 

Les  substitutions  -:,y,  par  exemple,  sont  des  siibslilutions  de  déter- 
minant nul. 

Deux  subslilulions  s  et  .ç~'  sont  dites  inversrs  Tune  de  Faulre  quand 
on  a 

ss'  '  =  i . 

Nousallons  voir  que,  si  ledéterminant  deirn'est  pas  nul,  la  substilnliou 
inverse  existe  et  qu'elle  est  bien  déterminée. 
Soit  en  ell'et 

posons 

si  Ton  veut  (juc  ss~'  =  i  ou  ([ue 

ou  que 

^ (f'/  i^'u-^  a,-,  A, .  +  . . .  ) -ij  —  I , 
il  faudra  jjoser 

7  /  /  i  "  ^i  '<y' 

(li^ù^j-h  a,.,h.,j-h  . .  .-h  ai„b„j—  ... 

(  I  SI  /=y; 
si  alors  on  fait  1  dr  a, ,  . . . a„„  =  A,  on  a 

/     _  1  _^ 
'■'~  A  àaj,' 

On  trouve  ainsi  que,  si  l.s=  i,  on  a  s/  =  i  et,  par  suilc,  le  sMulmlc  .y-' 
est  bien  défini  si  A  n'est  pas  nul. 
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Il  esl  l)on  d  oljserver  cjue,  si  ^  et  /  sont  écliani.''(\i]jk's.  .s^  cl  /î^  le  ^onl, 
car  si 

si  =  fs, 

on  a.  en  ninlliplianl  à  droite  par  s, 

sfs  =  fs-  on  .s"/  =  fs'-, 

pnis.  en  mnllipliant  encore  à  droite  par  s, 

.s-/.s  =  f.s^  on  .s'/^/s',  .... 

t  clanl  éeluuigeaijle  avec  .v",  •s-''  sera  échangeable  avec  fi.  a  cl  [i  oui  (•ti- 
snpposés  positifs,  mais  je  dis  qne  Ion  a  anssi 

,vr'  =  l-'s. 
V.n  eiret 

/r'  =  I  ; 

donc 

sa-'  =  .s  =  i.sr'; 

niidlipllant  à  iiaut'he  par  l^' ,  on  a 

i-<s  =  sr'; 

donc,  si  l'on  l'ail  /'-  =  f' /  ',  . . ., /"et  .s-f  sont  <''cliaiii;(\diles.  nièni(>  si  y. 
et  ^  sont  des  entiers  qneleonques.  El  deux  /ofidio/ts  f/ilirrr.s  t/'u/ic 
iiiêmr  suhslilulion  sonl  écliauisrahles. 

2.  —  Équation  caractéristique. 
Considérons  denx  délerininants 

A  =  I  ±  r/, ,  a.,., .  . .  r/„„,  B,  =  1  ±  A, ,  /'..  ■  •  •  >>,„■.  \ 

soit 

C  =  1  ±:  c,,'"o,.  ..('„„ 
U'ur  produit;  (m  a 
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Supposons  les  Cij^  o;  on  pcul  satisfaire  à  ces  é(pialions  :  i"  m  pi-r- 
riant  tous  les  ct-jj  nuls,  sans  autre  condition;  les  c,^  seront  alors  nuls. 
2"  En  supposant  B  =  o,  les  équations 

1    (.>,.,  =  «,.,  //,,  -h  cil-,  /'o  I  -i-  .  .  .  +  a^,^  b„  I  :=  O, 

(2)  j  r,.,  =  r/,  I  />,o  -(-  Oi.,  h.^., -h  ...  -h  a,„  b„.j  =  n, 


se  réduiront  à  //  -  1  distinctes  et  détermineront  les  rapports 
a,,  :  a,:^  :  «,;,  :  . . .  (pii  seront  les  mêmes  quel  que  soit  «  ;  les  mineurs  du 
second  degré  de  A  seront  nuls. 

3°  En  supposant  B  =  cet  les -r^  nuls,  les  équations  (2)  se  réduiront 

à  «  —  3  distinctes;  deux  des  a,, ,  a,.,,  . . .  déterminent  les  autres  et  l'on 
a,  par  exemple, 

(|uel  que  soit  /;  donc,  les  mineurs  du  troisième  degiv  de  A  sont  nuls, 
et  ainsi  de  suite;  donc  : 

Si  tous  les  éléments  du  produit  de  deux  déterminants  sont  nuls,  les 
mineurs  de  ces  déterminants  sont  nuls,  et  si  m  et  ///'  désignent  les 
degrés  des  mineurs  de  A  et  B  qui  sont  tous  nuls,  on  a 

m  +  m'^n. 

Supposons  maintenant  que  le  produit  st  de  deux  substitutions  s,  t 
soit  nul,  comme  le  déterminant  d'un  produit  de  deux  substitutions  esl 
égal  au  produit  de  leurs  déterminants;  il  faut  en  conclure  que  le  déter- 
minant de  l'une  au  moins  des  substitutions  est  nul  ;  de  plus,  en  vertu 
de  ce  qui  précède,  si  m  et  jn'  désignent  les  degrés  des  mineurs  des 
déterminants  de  s  et  /  qui  sont  tous  nuls,  on  aura 

!n  +-  m:L/i. 
Ces  théorèmes  nous  seront  l)ient(M  utiles. 

Toute  substitution  linéaire  I,a,j-ij  de  degré  n  satisfait  à  une 
équation  de  degré  n  que  l'on  appelle  son  équation  caractéristique. 

Jourii.  de  Matli.  (5"  série),  lomc  1\  .  —  Fasc.  I,  iSijS.  I  I 
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lui  cil'ct,  si 


Ti.j.v  =  (/^,  T, ,  -1-  r/,o-:,o  -+-. .  .-f-  </,„~2,i5 


posant  alors 


{o,^  —  s)-,,-ha, 


(a.,.  —  .v)t,.  +  .  . .+  a. „-..,„—  o. 


F(.v) 


<7., ,  f/.,o  — -V 


(lu, 
"211 


on  anra,  en  niulliiilianl  les  r((nations  procédentos  à  sranclie  iiar  -r — > 


F(.9)T,,  =  o; 


- — ,  •  •  •  (M  en  aioulant. 

on  aniail  do  même 

F(.v)  To,  =  0,  . . . ,  F(.y  )  T„„  =  o, 


donc 


F(.0T..  +  (T,,  +  ...+  T„„^F(..)=F(.y)=.O. 


Ainsi,  F(.s-)  =  o  est  l'équalion  à  laquelle  salist'ail  la  sulislllulion.  Si 
elle  ne  satisfait  à  aucnne  autre  équation  de  degré  inférieur  ou  égal  à  n. 
on  dira  qu'elle  est  nofinalc;  dans  le  cas  contraire,  elle  sera  sin<iit- 
licrc. 

Il  résulte  de  là  que  toute  fonction  entière  ./(  -v)  de  s  se  rèihiira  à 
une  fonction  entière  de  degi-é  n  —  i  au  plus.  Car  on  a  identi(|uem<'iil 

/(.r)  =  F(.r)Q-t-R(.,-), 

Q  désignant  le  (|uolient  el  It  le  reste  de  la  division  de  /'[lar  1".  .Si  Ton 
suppose  X  =  v,  on  a 
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ce  qui  nioulie   l)ieii   (jiic   /'(s)   se    réduit    à    uuo   fonction    li(v)   de 
degré  //  —  i . 

Toulc  foiiclloii  rdfiouncUe  de  s,  -'y— 7  se  réduit  à  une   fonclion 

/{■'<)  ■' 

enlière  qui,  d'après  ce  qu'on  vient  de  voir,  est  de  degré  n  —  i  au 
plus. 

Car,  si  Ton  met  de  côté  le  cas  où  f(j:)  =  o,  quand  F(./;)  =  o,  il 
existe  des  polynômes  0  (.r)  et  ']/  (.c)  tels  que 

/(./•)0(./-)  -+-F(.r  )■!(■,/;)  =  I 


donc 


Si/(x')  et  F(x-)  s'annulent  en  même  temps,  /(s)  (.'l  F(.s')  ont  un 
diviseur  commun  et  fis)  a  son  déterminant  nul.  -rr^'  n'a  pas  de  sens 
si,  ce  C[ue  l'on  peut  supposer,  cette  fraction  est  irréductible. 

Supposons  inaintenant  s  et  t  échangeables;  si  l'on  a 

ts  =  st, 

on  peut  toujours  déterminer  t  en  fonction   rationnelle  de  s    ou 
exprime]-  s  et  t  en'fonction  d'une  ménie  substitution. 

En  clfet,  soient  F(.y)  =  <>,  (i('/)  =  o  les  éc[uations  caractéristiques 
de  s  et  d(/  /.  Posons 

Y  +  7..s-  +  fi/=jK, 

a  et  [B  désignant  deux  nombres  quelconques,  ou  aura 
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multiplions  par  i,  /./-,..  .,  /""'  et  abaissons  les  degrés  des  équations 
ainsi  obtenues  au-dessous  de  n,  au  moyen  de  la  relation  G(/)  =^  o,  puis 
éliminons  /,  /-,...,  /""'  entre  les  n  relations  ainsi  obtenues,  la  résul- 
tante sera,  ou  identiquement  nulle,  ou  fonction  de  y  de  la  forme 
n(y)  :=  o;  dans  ce  dernier  cas,  /  s'exprimera  en  fonction  rationnelle 
de  y,  car  on  aura  des  équations  en  /,/-,...,  qui  pourront  être  réso- 
lues. Si  la  résultante  ne  contient  pas  ^',  c'est  qu'il  existera  des  poly- 
nômes en  t,  tels  que 


xf(->1- 


+  UL<J 


quel  que  soit^'  ou 

F(-^ '^  j   aura  donc  son  déterminant  nul,    quels  cpie  soient 

p,  Y,  a,  ce  qui  est  absurde;  donc  /  et,  de  même,  s  pourront  s'exprimer 
en  fonction  d'une  même  substitution  y  +  a.y  -f-  ^t. 

Ainsi,  deux  substitutions  échangeables  sont  des  fonctions  en- 
tières, de  degré  n  —  i  au  plus,  d'une  même  substitution. 

Soitj'  cette  substitution  et  gî^t)  son  équation  caractéristique,  on  a. 
en  supposant  x  quelconque, 

^Ax)=(x-y,Y.(x-y,Y:..., 

Cf.,,  «^,  ...  étant  des  entiers  et  Xa  =  n.  Soit  /"(./•)  une  fonction  entière 
de  .'•,  on  aura,  en  posant 


(},{x)  = 


(■r-yi)'-- 


E  désignant  un  polynôme  entier,  ou 

/•0-)  =  xo,o-)'gij-f-...+  i-:n.o-). 


THÉORIE    NOUVELLE    DES    SUBSTITUTIONS.  85 

Cl,  comme  ^t(y)  =  o, 


/(y)  =  l(K(y)  -/-^  + 10,  (r)  (y  -y.)  ^ 


'/    /(■>■/) 


telle  est  la  forme  que  pourront  afl'eclcr  les  substitutions  échangeables. 
Celte  formule  pourra  servir  à  définir  les  fonctions  e^,  sin^,  cosy,  .  . . 
en  y  remplaçant  /(^)  par  e^,  sinj^,  cosjk,  •••,  et  Ton  peut  constater 
que,  si  .s  et  /  sont  échangeables, 

a,  h  désignant  deux  nombres  quelconques. 


3.        Sur  diverses  formes  que  l'on  peut  donner 
aux  substitutions  linéaires. 

Soient  s  et  t  deux  substitutions,  l'\s_)  =  o,  G(/)  =  o  leurs  écjua- 
tions  caractéristiques  que  nous  supposerons  à  racines  inégales;  si  Ton 
pose 

ç    ^   F(.v)         I 
"'■        .?  —  .?,■  F' (.s,)' 

^  GTO        ■ 
''        t  —  li  G'(<,)' 

.ç,.  .«.,  .  . .  désignant  les  racines  de  F  =  o  et  /,,  /,,  ...  celles  de  i\  =  o; 
nous  aurons 

./■(  ■'  )  =  A  -^ ,  )  ; ,  +  A  ■'<.  )?,+-...  +  ./•(  .v„  )  l, , 


et  il  est  facile  de  voir  que 


(') 


o     si  i  >  J 

y         ■      ■  .5 

C,-     SI    l=.J 


(  O      Si     l    ^  J 
(ïj,     SI     l=J 


86  H.     LAURENT. 

Je  suppose  que  les  •/],?;  et  ç,y]/  soient   tous  difVérents  de  zéro,    il 
n'existera  pas  de  relations  de  la  forme 

1«,7  H,  •/;,/, 

a,y  désignant  des  nombres,  car  en  multipliant  à  gauche  par  ç^,,  adroite 
par  Tj^,  on  aurait 

ou  tip.!  =  o.  Tous  les  «^^  seraient  nuls. 

Soit   alors   V=2a/y--,;  une    substitution   quelconque;  on   pourra 
poser 

si  Ton  remplace  les  ^  et  les  /]  par  leurs  valeurs  en  fonction  de  -,j,  on 
aura   //-  équations  linéaires  qui  donneront  pour  les   a,^  des   valeurs 
bien   déterminées,  sans  quoi  il   existerait   des  relations  de   la  forme 
2A,y^,rjj=  o,  Ajj  désignant  des  nombres. 
Si  Ton  prend,  par  exemple, 

£  désignant  cos  —  +  v' —  i  s^in  ^^  (s  sera  une  substitution  circulaire  ), 


et  Ion  n"a  jamais  \i'f\j  =  o. 

//  esl  donc  déinonlré  qur,  une  subslitiition  (niclroiiqur  rs/  fonc- 
tion cnlièrt'  de  deit.r  autres,  ronvenahlcnicnt  clioisirs.  s  et  I. 

Il  est  d  ailleurs  facile  de  voir  que  les  fonctions  .v  et  /,  données  par  les 
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fornuiles  (2),  satisfonl  aux  rolalions 

•v"  =  I  ,  /"  =  I ,  v/  =  c/.V. 

Il  est  d'ailleurs  bien  évident  que  les  fonctions  .s-  et  (  en  fonction  des- 
quelles on  peut  exprimer  une  substitution  quelconque  peuvent  être 
choisies  d'une  infinitAde  manières. 


4.  —  Fonction  exponentielle. 

Les  fonctions  entières  d'une  subslitniion  s  son!  données  par  la  for- 
mide 

Je  rappelle  que  F(.s)  =  o  est  réqtialion  caractéristique  de  .v,  et  que  .s,, 
s.,,  ...  sont  ses  racines;  enfin,  si 

F(.s)  =(.y-  .y,  )'.(.v-.v.,  )'..... 
On  a 


'hU) 


(.s- -..,)' 


On  peut  prendre  Téqualion  (1  )  comme  déliuilion  du  snuiIjoIc  /'(s) 
dans  tous  les  cas  où  /(«)  n'est  pas  entière  et  rationnelle.  La  fonction 
e"'  définie  ainsi  par  l'équation 

joue  un  rôle  important  dans  la  théorie  des  suhslilnlioiis.  Il  <'sl    acilc 
de  voir  que 


<''"«''-'  =  r'"('"'  =  (/"^*;-', 
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pourvu  que  a  et  0  soient  des  nombres,  mais  on  n"a  pas,  en  général, 


5.  —  Généralisation. 

Une  siibstitulioii,  ou  un  changement  de  variable  quelconque  peut 
être  représenté  par  des  formules  telles  que 

( ' )  Yi  =/'<-'-<  ,>*■.,••-,  -^v )       ( '■  =  I ,  '-i,  •  •  •  " )  ; 

nous  désignerons  souvent  cette  opération  au  moyen  d'une  seule 
lettre.?;  le  degré  de  la  substitution  s  sera  le  nombre  n  des  variables 
X,,  .rj,  .  . .,  x„  sur  lesquelles  elle  opère. 

Le  déterminant  d'une  substitution  s  représentée  par  les  équa- 
tions (i)  est  le  déterminant 

d(A,A,  ■•-./«) 

d(x,,  r.,    .  .  . ,  .r„  ) 

On  le  suppose  ordinairement  différent  de  zéro  afin  que  les  équa- 
tions (i)  puissent  être  résolues  par  rapport  aux  x  et,  s'il  en  est  ainsi, 
on  pourra  déduire  des  formules  (i)  des  équations  telles  que 

•*V  =  ./,(7..i'.,  •••0'«)         (i=  \,  -2,  ...,n)\ 

alors,  la  subslituliou 

y^  =//{■'■  n  ■'■■•'  •••,  ■'-.) 

est  dite  inverse  de  .s;  on  la  désigne  par  le  symbole  .v~' . 

Pour  qu' une  subslilulion  ail  une  inverse,  il  faut  et  il  su  f/it  rjue 
son  déterminant  ne  soit  pas  id('nti<iucuient  nul. 

Si   l'on  a  plusieurs  subslilulions  de   mêiiu'   degi'é,    telles  (pu-  (i), 

(2),..., 

(2)  ;^,.  =  0/ (./;,,  x...  ...,  .r„), 
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représentées  par  les  symboles  s,  /,  m,  ...  et  si  a,  0,c,  . . .  désignent  des 
nombres  indépendants  des  variables,  nous  désignerons  par 

as  -^  bt  +  eu  +  . . . 
la  substitution 

y^=  a  f,(xt,  ...,  a-„)  +  69,(.r,,  . ..,  .r„)  +  ...  (i=  J,  2,  ...,  n). 

Nous  appellerons  produit  des  deux  substitutions  s  et  i  la  substitu- 
tion représentée  par  les  équations 

(  -^''  =  /'  [?<(-^<'  ••■'  •^'')'  ?2(-^"  •••'  ^")'  •••'  ?«(-^"  •••'  •^«)]' 
1  («■=  I,  2,  ...,  n), 

et  nous  la  désignerons  par  .?/;  en  général,  on  n'aura  pas 

st  =  ts. 

Si  cependant  une  pareille  équation  avait  lieu,  nous  dirions  que  .s  et/ 
sont  échangeables  ou  permutables. 
Nous  poserons  encore 

s-=^ss,         s^^ss-^s-s,  ...,  s'^  =  ss^~^  =  s^'  s         .... 

Le  symbole  a,  a  désignant  un  nombre,  représente,  si  Ton  veut,  une 
substitution,  à  savoir 

j-,  ^ax,,         y2=ax^,  ..., 

en  sorte  que  i  que  nous  représenterons  aussi  par  s"  sera  le  symbole  de 
la  substitution  y,  =  x,,  }.,  =  x.j,  ...  qui  n'altère  pas  les  variables; 
s"  =  1  est  ce  que  Ton  appelle  la  substitution  identique.  Il  résulte  de  là 
que  le  symbole 

a  -f-  bs  -1-  cs'^  -+-  ds^  -(-..., 

où  s  désigne  une  substitution  et  où  a,  h,  c,  . ..  sont  des  nombres  indé- 
pendants des  variables,  représente  une  substitution  bien  déterminée  à 

Journ.  de  Math,  (i*  série),  lome  IV    —    Kasc.  I,  iSc)8.  Ï2 
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déterminant  nul  ou  dillorent  de  zéro,  et  il  est  évident  que  deiu:  poly- 
nômes entiers  en  s  sont  deux  substitutions  ècJiangeables  quand  s  est 
linéaii-e. 

Le  déterminant  du  produit  de  deux  substitutions  de  même  degré 
est  égal  au  produit  des  déterminants  de  ces  substitutions. 

En  effet,  si  Ton  considère  la  substitution  .v/,  représentée  par  les  équa- 
tions (3),  son  discriminant  est 

àU\, A,  ■■■,/.)  ^  à{f„. ..,/„)  d{-^„. ..,<?„) 
(}(X|,Xj, x„)         à('^,,  . ..,©„)  (î(x,, . . .  ,x„) 

Le  symbole  .s~'  ou  -  avant  été  délini,  le  symbole  iV^>  dans  lequel  o 

s    -  '         '  i!/(5)  '        ' 

et  'j/  désignent  des  polynômes  entiers  en  s  à  coellicients  numériques,  se 
trouve  bien  défini.      . 

Toutes  les  substitutions,  fonctions  rationnelles  d'une  même  sub- 
stitution linéaire,  sont  échangeables. 

Nous  dirons  que  des  substitutions  en  nombre  lini  ou  infini,  s,  ,v', 
s",  . . .  forment  un  groupe  si  leurs  produits  effectués  dans  un  ordri' 
quelconque  font  partie  de  ces  substitutions. 

Toutes  les  fondions  rationnelles  d'une  même  substitution  li- 
néaire forment  donc  un  groupe  de  substitutions  échangeables. 

Un  groupe  est  continu,  quand  il  renferme  une  infinité  de  substitu- 
tions et  que,  j',  =  fii^-'t-,  ■•  ■■,  -f,,)  étant  une  de  ses  substitutions,  il  eu 
existe  une  autre  y,=:  f.{;c,,  ...,  x„),  les  fonctions  fi  et  /^  différant 
infiniment  peu.  Il  est  discontinu  dans  le  cas  contraire. 


6.  —  Condition  pour  que  des  substitutions  forment  un  groupe. 

Considérons  les  substitutions  à  /•  paraniélres  a, a,. 

0)  yi=:fi(x,,...,x,„a,,...,a,)         {i  ^  i,  2,  . . .,  n). 


THEORIE    NOUVELLE    DES    SUBSTITUTIONS. 


91 


M.  Soplius  Lie  a  donné  la  condition  pour  qu'elles  forraenl  un  groupe; 
on  peut  présenter  son  analyse  comme  il  suit  en  la  siniplilianl  :  dire 
que  (i)  représente  un  groupe,  c'est  dire  que  si  l'on  pose 

(2)  -,  =  /,0-,,....x„,  6 ,6,), 

on  aura,  comme  conséquence  de  (i)  et  (2), 

(3)  -,  =  /,•(•*■,,  •••,  -r,,,  c,,  ...,  c^), 

les  c  étant  fonctions  des  a  et  des  h.  Nous  supposerons  que  le  groupe 
contient  la  substitution  identique  .r^  = /,(j7,,  . . . ,  a',',  . . .,  a").  Les 
équations  (2)  et  (3)  donnent 

/;(.r.,..,c,,...,c,)  =  ./;(/,, ...,/;,  A,, ...,/,,), 

/,,  désignant,  pour  abréger,  /,(x,,  a,\,  ...,  a,,  o,,  ....  «,.);  différcn- 
tions  alors  en  laissant  les  x  et  les  h  constants,  nous  aurons 

puis,  en  laissant  les  x  et  les  a  constants, 

2dfi  dcj  ^  dfi 
ùcj  dbi        dbi' 

y  dfi  dcj  ^  dfi 

^ûcj  db.,         àb.,' 


en  éliminant  les  ~,  on  a 

àCj 


^Z"'    2;)^^«A 


dfi_ 
db, 

Hi 
àb. 


àui 
de, 

Ob, 


de. 


■^  ae,- 


da. 


àb, 

àc,. 
àb. 
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Si  Ton  fait  b^  =  a",  b.^  —  a",,  . . .,  /.{f,,./^,,  •••?  b,,  b-^.,  ...)  se  réduit 

à  V,  et  les  dérivées  -^  à  des  fonctions  Y\,  des  y  seuls;  enfin,  les  déri- 
^  '  dbj  'j         J  '  ' 

vées  des  c  se  réduisent  à  des  fonctions  des  a  seuls,  de  sorte  que  l'équa- 
tion précédente  prend  la  forme 


a) 


(  (/=  I,  2.  . ..,  //), 


les  Aij  désignant  des  fonctions  des  a  seuls,  et  les  Y,j  des  fonctions  des 
y  seuls. 

Ainsi,  lorsque  les  équations  (  i)  représentent  un  groupe  possédant 
la  substitution  identique,  les  fondions  fi  ou  t,  satisfont  aux  équa- 
tions aux  différentielles  totales  (4)  que  M.  Lie  remplace  par  des 
équations  aux  dérivées  partielles  dont  (4)  est  une  forme  condensée. 

On  peut  démontrer  que,  réciproquement,  si  les  équations  ({  )  sont 
complètement  intégrables,  leurs  solutions  définissent,  ordinairement, 
(|uand  on  les  met  sous  la  forme 

(5)  v,  =  /,(j7,,  ...,  jr„,  «,,...,  rt^)  («  =  i,  2,  ...,//) 

un  groui)e  à  /-paramètres;  x,,  x.,,  . . .  sont  alors  les  constantes  dinté- 
gration. 

En  effet,  pour  que  les  équations  (  |)  soient  intégrables,  il  faut  cpio 
les  suivantes  soient  complètement  intégrables 

si  Ion  pose  alors 

elles  pourront  sécrire 

^  -;-  Y.FA,^  -^  Y,FA..^+  . . .  +  Y^FA^^  =  o. 
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et,  si  1  on  résout  par  rapport  aux  YF, 

(6)  Y,F-4-A,F  =  o, 

en  désignant  par  A,  F  une  expression  de  la  forme 


A,F 


dF  à/ 

-T 1-  . . .  +  a,>  -f-  ; 

oa,  aa/ 


OÙ  les  a  sont  fonctions  des  a  et  ne  dépendent  pas  des  y;  cela  suppose 
le  déterminant  2  ±  A,,  ...  A,.^  différent  de  zéro  :  c'est  ce  que  nous 
supposerons.  Pour  que  ces  équations  (6)  soient  complètement  inté- 
grables,  il  faut  et  il  suffit  que  l'on  ait  identiquement 

[(A,  +  Y,)(A,.  4-  Y,)  -  (A,-  ^  Y^XA,  4- Y,)]  F  =  icf,  (A,  +  Y,)F: 

si  l'on  prend  F  indépendant  des  a,  comme  les  AF  ne  contiennent  pas 
les  jK»  on  aura 

(7)  (Y,Y,-Y,Y,)F=vc^Y,, 

et  les  Cij  seront  indépendants  des  a.  On  voit  qu'ils  sont,  pour  une  rai- 
son analogue,  indépendants  des^;  ce  sont  donc  des  constantes,  et  Ton 
a  aussi 

(8)  (A, A;  -  A,  A,)  F  =  2c^A,. 

(7)  et  (8)  sont  les  conditions  d'intégrabilité  complète  de  (4)  ou  (G). 
Supposons-les  satisfaites. 

Revenons  aux  équations  (4);  supposons-les  satisfaites,  leurs  inté- 
grales se  pi'ésenteront  sous  la  forme 

(9)  F,(j,,  j,,...,  a,,a,,...)  =  const., 

{i=  I,  2,  ...,  /i), 

ou,  en  appelant  .r,,  a-o,  ...  les  valeurs  de  >', j/o,  ...  pour  a,  =  c,, 
a.,  =  c.,.,  . . ., 

(10)  F,(7'>  •••,«o-"--)  =  F,(j;,,  ...,  c,,...), 
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et  les  fonctions  F  seront  assujetties  à  satisfaire  aux  relations 

AyF,  + YyF,  =  o         («=  1,2,  ...,// ^  y  ==  I,  2,  ...,/•) 

et  à  des  relations  analogues 

CyF,-^XyF,=0. 

Cela  posé,  si  dans  (lo)  on  considère  les  v  comme  fonctions  des  c 
et  des  a,  on  aura 

dF,         dFj^dy^        ^  ^  ^        _ 
Oat        dy,  Oa^         ùy,  ôa^  ' 

dFi  dYi  dv,  dF,  ây, 

«Cyt  tn-,  uc/,  dy,  uc^                      ' 
d"où  l'on  tire 

A    T-  àFi  .  dFi  . 

^>^'^<Jv;-'^^-^''  +  d^A>.>-^  +  ---  =  °' 

,.  ^         ÔFi  ,^  dFi  ^ 

~  ^^^'  ^  ^  ^^■^''  "^  5^  ^^^'-^  + . . .  =  o, 

et  en  multipliant  la  première  formule  par  CyF,,  la  seconde  par  A^  F,, 
puis  ajoutant 

^(Ay^-.CyF,  -  AyF,C,7,)  --  ^  (^Ay^-Xy F,— ...)•.•  =  o; 

on  en  conclut 

^jXkCj^i  —  XjYiCjy,  =  o, 
ou 

Ay>-,     Ay  r?    ^j}'/). 

Cyjl    '~    CyJ)-,  Cy  V„' 

si  Ion  désigne  par  7^  ces  rapports,  d'où  Ion  peut  supposer  les  y  éli- 

'/> 
minés,  on  a 

ce  cpii  exige  que  les  a  et  les  c  en  lient  dans  les  expressions  des  y  sous 
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la  forme  de  n  fonctions  o,  («,,  a.,  . . .,  c,,  Ca,  . . .),  Oo,  . . .,  ç-„,  en  sorte 
que  des  équations  (lo)  on  lire 

y i  ^  /(L*i '  ■^^iî  •  •  •  )  ?i  ('■'i  )  ■  •  •»  ''i  )  •  •  •/>  '^■11  •  •  •  J^ 

='  =  //[^M  *"2»  •••,  ?,(«,,  ...,^^,  ...),         ...J; 

ce  qui  montre  que  les  intégrales  des  équations  (4),  quand  ces  équa- 
tions sont  intégrables  (et  quand  i  ±  A,,,  . . .,  A„  est  différent  de  zéro), 
représentent  un  groupe. 

7.  —  Étude  particulière  des  substitutions  à  un  paramètre. 

Les  substitutions  à  un  paramètre  sont  remarquables,  elles  se 
conduisent  par  rapport  au  paramètre  comme  des  exponentielles  et 
peuvent  être  représentées,  comme  nous  allons  le  voir,  par  des  expo- 
nentielles. 

Les  équations  diiTérentielles  d'un  groupe  à  un  paramètre  se  rédui- 
sent à  des  équations  différentielles  ordinaires,  car  les  équations  (4  )  du 
§  6  se  réduisent  à 

(i)  f/)',- =  Y,A</a         (/ =  I,  2,  . . ., //), 

les  Y,  étant  fonctions  des  y  seuls  et  A  désignant  une  fonction  de  a  ;  si 
l'on  change  de  paramètre,  en  posant 

A.da  ~  dl,  l  —  f  Ada , 

les  équations  (i)  s'écrivent 

"^yj.  —        —  'J^iL  —  .h . 
"Y, Y„   ~~  "'  ' 

leurs  intégrales  se  présentent  sous  la  forme 

F<(J'i,  •  •  •)  7«)  =  c.-         (î  =  I,  2,  ...,//  —  i), 
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les  c,-  et  c  désignant  des  constantes,  et  en  appelant  x,,  x.^,  ...  les  va- 
leurs de  ^'i,  ..  .,^^'„  pour /— /',  puis:;,,ro,  ...,^„  les  valeurs  de  ^'i, 
y.,,....}-,,  pour  /  =  (",  on  a 

F,o-,,  ...,y„)  =  Fi(x,,  ...,  J7„)  =  F,(r,,  ...,  z„). 

F  O' ,  >'«)  —  F  (x ,  x„)  =  /  —  r , 

F  (>,,...,>'„)- F  (::,,  •••,-«)  =  '-^", 
F  (:;,,...,:?„)  —  F  (x,,  ...,  j;J  =  r—  /'. 

De  ces  équations  on  en  tire  d'autres  de  la  forme 

r<=./"/(-^M  ■■■,Xn,  f  -  r), 
-/=//0'-.,  .■.,r„t"-i), 

At^  —  y  /  (  "^  M  '  •  '  ?  "^  rt  1  '         /  ' 

et,  comme  l"  —  l' =  (i"  —  i)  -h  (i  —  t'),  on  voit  que  : 

i"  Les  intégrales  des  équations  (i)  définissent  un  groupe  à  un  para- 
mètre ; 

■2°  Que  le  paramètre  dans  un  groupe  à  un  paramètre  peut  être 
choisi  de  telle  sorte  que  le  produit  de  deux  substitutions  du  groupe  se 
fasse  en  ajoutant  les  valeurs  correspondantes  du  paramètre; 

3°  Los  substitutions  d'un  groupe  à  un  paramètre  sont  donc  échan- 
geables. 

Nous  observerons  encore  qu'un  groupe,  dérivé  d'équations  dilTé- 
rentielles  de  la  forme 

dvi  —  Yi,da,  -i-. .  .-h  Y,> da^, 
serait  représenté  par  des  étpialions  de  la  forme 

c,  désignant  une  conslanle,  el  un  raisonnement  analogue  à  celui  (]ue 
nous  venons  de  faire,  montrerait  que  les  sulistilutioiis  représentées  par 
ces  équations  sont  échangeables. 
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Mais  revenons  aux  substitutions  à  un  paramètre  a,  soit  ■'i(a)  une 
pareille  substitution,  ou  peut  poser 

■s(  '->)s(b)  =  s(a  -+-  ù), 

dxia)       ,  d.i{a-j-h)  ,     ^  tls{h) 

da  ^  da  ^  do 

Si  alors  ou  t'ait  h  =  o,  ou  a  en  supposant  -jj  =  k, 
'^^kda. 


8.     -  Substitutions  infinitésimales. 

Une  substitution  infinitésimale  est  une  substitution  de  la  forme 
T  -t-  st  où  £  est  infiniment  petit,  une  pareille  substitution  remplace  x,, 
.r.,,  . . .,  .r„  par  .r,  -|-  o.r, ,  .r.,  -I-  Ci.c.,,  ...,  x„  +  o./„  et  Ton  peut  supposer 

0./-,  =^  \,  0/,  . . . ,  o.r„  =  \„  cf, 

Xi,  ....  \„  désignant  des  fonctions  de  x,,  x.^,  .  . .,  .<„.  Si  Ton  désigne 
par  .y  la  substitution 

yi=Xi  (?■=  1,2, ...,//), 

la  substitution  infinitésimale  con,sidéréc  sera  i  +-so/.  Supposons  j:",,  ..., 
a7„  fonctions  de  t,  ox,  . . .,  ot  pourront  être  remplacées  par  dx^ ,  . . .,  dt 
et  i  +  sdt  remplacera  x,,  . . .,  x„  par  X,  dt,  .  . .,  \,^dl  en  sorte  que 

les  intégrales  de  ces  équations  seront  di;  la  forme 

^'.(■r ./■„,/)  =  l<X.r:,... ,.<,/"), 

.//'désignant  la  valeur   de  j-,  pour  1=1"-^  ces  équations  délinissent, 

Jotirn.  de  Matk.  (  ô-  série  ),  tome  I\     —  Fasc.  I,   iSi|8.  • -3 
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comme  on  la  vu,  un  groupe  de  substitutions  S  au  paramètre  /.  dont 
la  substitution  infinitésimale  \  -hsd/  fait  partie.  On  sait  que.  pour 
intégrer  les  équations  (i),  on  peut  former  les  quantités 

■'','  —  -O  =  -\(  ■^■'i')  •  •  -j  ■'-",)  (II- 


et  passer  aux  limites,  ainsi  que  cela  résulte  de  la  théorie  de  Cauchy, 
ce  qui  revient  à  former  la  substitution  (^i  -^sdl)'",  tn  désignant  un 

nombre  infini  tel  que  - — —  ■=  dl.  on  a  donc 

S  =  lim(^n-^'.)"'; 
cette  limite  existe  en  général  et  Ton  a 

I  I  .-2 

ce  (]ue  Ion  peut  écrire  symboliquement 

donc,  à  toute  substitution  s  correspond  une  exponentielle  synihoUfjw 
e'^'~'°'  qui  représente  un  groupe  à  un  paramètre  t  et  l'on  a 

dt 

la  substitution  infinitésimale  de  S  est  i  ^  sdt. 

Soit  maintenant  «(a,,  a.,,  ...,  o^)  =  .?„  une  subslilutiou  à  /•  para- 
mètres a,,  fl^,  ....  on  aura 

.v(<7,,  a.,,  .  ..).v(  A,,  /^,  . . .)  =  .s(c,,  r,,  . . .), 

ou,  en  se  servant  d'une  notation  abrégée. 
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c,,  c.,,  ...  seront  des  fonctions  de  a,,  a^,  . . .,  b,,  b.^,  .  . .  .  On  aura 

ds„   de, 


().'<,,  ■^  àsc  dci 

'  "  Obk       ■'-^  àci  àb/, 


(i,  en  l'Iimiiianl  les  ^> 
de, 


[)iiis,  supposant  .s^  =  i,  et,  posant  dans  cette  hypothèse  ~  =  //^,  on  a 


(0 


f/.v,,  =  .v„(  /^ilA  i^c/c//,  ^. .  .-f-  //^l.A,./,  /■/(■///). 


Cette  équation  nnique  est,  au  fond,  équivalente  au\  //  ('(pialions  (  4) 
du  §  7.  Si  elle  est  intégrable,  s^  représentera  un  f^roupe.  Supposons-la 
intégrahle,  on  aura  son  intégrale  par  la  méthode  de  Mever  on  ])osant 


(a)  X  A,/,f/a^-=  A,  r//, 


ZA,,,la,=  'k,,ft, 


et,  en  supposant  X,,  ...,  A^  constants,  les  a  seront  fonctions  de  "/.,/. 
\.,l,  . . .:  (  I  )  deviendra  alors 

'l^„  =  •■>■<, <  /' ,  A I  +  I' ,  /.,  -f- .  . .  -4-  //,.À,.  )  (II. 
et  .^„  n'(''tant  plus  fonction  ipu"  d'iui  seul  parauu'ti'c  /,  on  aura 

on,  en  supposant  /„  ^  o, 

.V    ^  ^•'''',''1+    "^i '■,)'• 

fuialcuient,  on  romplaçant  ).,/.  '/.J.  ...  par  leurs  ^aleurs,  on  aura  .9,^ 
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SOUS  la  forme 

■y,,  'I2.  . . .  étant  fonctions  de  o,,  a.,,  . . .;  en  changeanl  de  paramètres 
s'il  le  faut,  on  voit  que  tout  groupe  à  r  paramètres  pourra  être  re- 
présenté par  une  exponentielle  de  la  forme 

Mais  les  h  ne  sont  pas  arbitraires  et  l'on  n'aura  pas.  en  général. 

Lorsque  l'on  a  ramené  un  groupe  à  la  forme  e-"'',  la  quantité  sym- 
bolique i-\-'ï.ahi  est  une  substitution  infinitésimale;  il 'v  a  donc 
7  substitutions  infinitésimales  linéairement  distinctes 

I—   //,£,  \-+-ll.,t.  ....  \   —   llrt- 


9.  —  Étude  des  conditions  d'intégrabilité. 
Les  intégrales  des  équations 
(I)  Y,F  +  A,F  =  o 

représentent  un  groupe  S  à  /paramètres,  quand  on  a 

(=^)  (Y,Y,-V,Y,)F  =  Ic^Y,F  | 

(3)  (A,A,- A;A,)F  =  lc;^A,F  i      "^  ^ 

et  seulement  dans  ce  cas.  Je  rappelle  que 
dV 


'  'J  >       \ 


v.#. 

A,r  —  3£,, ~ 

àr,, 

"  ()a, 
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la  iiarenlhèsc  indiquani  que  les  valeurs  des  b  soni  celh^s  (jui  ddiiiiciil 
S,  =  ■ . 

Enfin//,  esl  la  valeur  (-r^j;  c'est  une  subslilulion  parliculière  ([ui 

ne  dépend  plus  ni  des  a  ni  des  i,  et,  comme  S^  est  repivsenli'c  par  Ic^ 
équations 


(  ^j-  ]  sera  représentée  par 


it)^^"  ''  =  ■■'-' 


Si,  dans  la  formule  (2  ),  on  fait  F  =  >-/,,  on  a 

ou  bien,  en  vertu  de  (i  ), 

Y,Y,,- Y,Y,,  =  lr;^Y,„ 
ou  enfin 


<Jy,  ■'  or,  -     ày-2  'J 


c'est,  sous  une  autre  forme,  la  condition  d'intégrabilité. 

Si,   dans  la  fonction  V{y^^,y.,,  ...),  on   remplace  >-,,  y^,  ...par 
y,  +  c\ ,,,  y.j  +  £Y,2  ...,  on  trouve,  en  supposant  t  infiniment  jtelil. 

F(7nr.,...)  +  ^(Y,,^+...)  =  F  +  £Y,K. 

et,  si  l'on  y  remplace  ensuite  j',,  y.,,  ...  par  \\  +  t"\ J^,  y.^-\-  e'Y^o, 

on  trouve 

F-H£Y,F  +  £'Y,F  +  ££  V^V.F. 

C'est  le  résultat  obtenu  par  la  subslilulion  (1  -\-iJij)(\  -\-  tli,)  ou 
I  +  £/«,-t- £'A^ -+-££' Ay/y,;donc, la  subslitulion //^//,cliaiii,'^r  |""cn  V^Y,)'". 
L'équation  (2)  exprime  donc  que 
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C'esl  le  résiillat  auquel  on  parvient  en  exprimant  directemenl  les 
conditions  d'intégrabilité  de  l'équation  (i)  du  parai;'ra])lie  précèdent. 

//,,  //.,  .  . .  sont  ce  que  j'appellerai  les  substitutions  /'o/i'c/c/;/?(^v//r//^'.? 
du  i>rou[)e  S,. 

Lorsque  //  =  /•,  il  est  facile  de  trouver  des  fonctions  a,y  telles  que 
les  écpiations  (3)  aient  lieu;  il  suffit  de  prendre  pour  les  A,F  des 
fonctions  obtenues  en  changeant,  dans  les  Y,,  ^■,  en  a,.  Si  /-est  niul- 
liplc  de  //,  on  désignera  par  A,,  A^,  A^',  ...  ce  que  deviennent  les  "^  , 
(juand  on  change  jK/  en  «,-,  a],  ci,  ....  Alors  on  a 

(A,^\'  +  ..:){\j+  \'j  +  ...)  -  (A^-f- A;,-t-...)(  A,  + a;...) 
^a,a,-a,a,  +  a;a',--a;a>...  =  i.;,(a,  +  a:4-...), 

et  le  symbole  A,-l- A^H-...  jouira  de  la  pro])riété  exprimée  par  les 
équations  ('^). 

Maintenant,  si  Ton  observe  qu'en  changeant  de  variables  on  a 

on  aura 

l'our  fpie  les  ;  soient  en  nomi)i(^  inférieur  à  //,  il  suffira  de  prendre 
pour  quelques-uns  d'entre  eux  des  solutions  de  "\,l''  =  o.  On  aura 
ainsi  un  symbole  A  à  moins  de  /*  variables  et,  en  l'ajoutant  aux  A,  \  , 
A",  ...,  on  aura  un  symbole  à  /•  varial)les  et  satisfaisant  à  i'écpia- 
tion  ('i  ).  Donc 

/li/ij  —  hj  hj  =  l.c'j/i^ 

est  la  seule  condilion  nécessaire  à  l'exislence  du  grouper""^'. 

Considérons  maiulenaiil  les  (''(pialions  aux  dinÏTcnlieiles  partielles 

A,l-"+  l\F  =  o, 
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dans  lesquelles  on  suppose  que  P,  ne  diiïcre  de  A,  ((ur-  par  If  ciianije- 
iiienl  de  a,,  a.^.  . . .  en  p,.  p.,  . . .;  on  aura 

et  ces  équations  détermineront  un  groupe  dans  lequel  a,,  . . .,  «^ seront 
les  variables  etp,,  p.,,  . .  .,  p,.  les  jjaramètres,  et,  à  cause  de  Tidentilé 
de  forme  des  A  et  des  P,  il  sera  possible  de  former  le  j;i-oupc  en  se 
donnant  les  A,  satisfaisant  aux  relations  C^  ).  O  groupe  sera  alors 
défini  par  les  équations 

b,  —  <Ï>,(V/,,  f/..  . . .,  p,,  p.^.  . . .), 

c,  =  $,(  /■'i-  /'j y,,  ^o.  . . .  ). 

c,-  =  $,(r/,,  r/,.  ...  /•,.  /■.,  . . .  ), 

'•,  =  ?,(/',, /^..  ••••y,,  y,.  ...), 

c'est  ce  que  Fou  appelle  un  gi-oiipc  parariiclri(jiti'. 


10.  —  Groupe  adjoint. 
Reprenons  les  équalions 

j  yi=.f.(:'--^^  •••:  « >•    I 

(    r,  =  .A(,r,,....r,,...;,    i 

où  '\='p,(r/|,  ...,  b^,     . .  )  et  qui    exprimeni    (jue  (\)  rej)résenlc   ui 
groupe;  on  a,  comme  ])lus  haut. 

/,(■•- ,  ^.,  ••■)  =./,(>'.•  r^^  ••••  ^1-  f'^^  •••), 

et  Ion  en  conclut 

(2)  r(>-,  =  V„  1 A  „  ,b,,  4- . . .  ^  V,vl  A,,  <l„,  : 
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mais  il  esi  clair  que  Ton  aurait  pu  obtenir  des  équations  analogues  en 
observant  (jue 

^i=  l\(r ,  ^. ,  •  •  ■):      ■'-'1=  ^^C'i'i  ^  ...,b,...),      Zi=  Vi()\  , . . . ,  r-, , . . .); 

on  aurait  trouvé 

(3)  ^,=  X,.  lA;,rfa,  +  . . .-  X,,vA;,  da,, 

et  les  X,^  auraient  été  les  —-  de  la  substitution  identique,  en  sorte  qu'ils 

ne  diffèrent  des  \  ,j  que  par  le  changement  de  y  en  x.  Mais,  si  Ton 
différentie  les  équations 

y<=/i(^''<^  ...,.f„,«,,  ...,«„) 

en  faisant  varier  les  .r  et  les  a,  on  a 


Dans  cette  formule,  les  dxj  ont  la  signilication  (|u"on  leur  dornio  dans 
la  formule  (3);  quant  aux^  V  Jj-daj^  ce  sont  les  valeurs  des  r/v,  pris 

en  regardant  les  x  comme  des  constantes;  ce  sont  les  dy^  tirés  de  (  2  ), 
et  l'on  a 

o  =  >  -^^  dx,  +  dv: 

M^  ÔXj  ' 

ou,  en  vertu  de  (3)  et  (2), 

«=2;i;('^v.^A'„./a,^-...^-X,,.lA,,.^.,) 

On  eu  conclut,  eu  égalant  les  coefliçienls  des  du^. 
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Soit  F  une  fonction  quelconque;  multiplions  par  -p-,  faisons 

i  =  1,2,  ...,n, 
ajoutons,  nous  aurons 

A;,X,F  +  A:,X,F  +. . .+  A„Y,F  +  A,,Y,F  +. .  .=  o. 

Donc  les  Y, F  sont  fonctions  linéaires  des  X,F  à  coefficients  fonctions 
des  a. 

Si  alors,  dans  la  fonction  linéaire 

/,Y.F  +  /,Y,F  +  ...+  /,Y,F, 

on  effectue  là  substitution  S„  représentée  par  j^,=  y,  (.r,,  . . .,  a,,  . . .), 
elle  deviendra 

W|X,  F  +  Un\.,F  -h. .  .-h  «^X,.F, 

et  les  u  seront  fonctions  linéaires  des  /  dont  les  coefficients  seront  fonc- 
tions des  a\  on  pourra  poser 

(5)  Uj=  ^'|,/(«(i   •••,«,•)  +   /i.'|:.<(«.,   ...,«;.)+.... 

Si  Ton  effectue  la  substitution  S4,  5^a,X,F  se  changera  en  lf,Z,F,,  et 
les  V  seront  de  la  forme 

tj,.=  a,  '^|,(/>,,  . . .,  br)  -+- 

Les  formules  (5)  rejîrésenteront  alors  un  groupe  linéaire  que  M.  Lie 
appelle  le  groupe  adjoint  du  groupe  S„. 

Pour  ce  groupe,  les  fonctions  A,-^  ne  dépendant  que  des  relations 
entre  les  a,  b,  c,  les  symboles  opératoires  A,  seront  les  mêmes  que 
pour  le  groupe  S^,  et  les  constantes  c^   auront  la  même  valeur. 

Si,  dans 

(6)  2:/,Y,F  =  i:«,X,F, 

Journ.  de  Math.  (5«  série),  tome  IV.  —  Fasc.  I,  iSgS.  l4 
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on  fait  le  changement  de  variables  y^^ifi  (jr,,  ...,«,,...),  on  a  une 
identité;  soient  a\,  a",  . . .  les  paramètres  de  la  substitution  identique, 
et  faisons  la  substitution 

nous  aurons 

l/,Y,F  =  2/,('Y,,r,^+Y,,r.,  fi +...); 

or  on  a,  pour  la  substitution  inverse  de  (7), 

^J  =  f.i(y* ,  ...,a'l-  (la,,  a.„  . . .  ) 
ou 

■^y  =  Jy  -  f^«.  (j^)  =>'./- Y,' ^^ , , 


Y,-Xj=  Y,j,- Y,Yy,(/a, 
=  Y,,-Y,Yy,rfa, 

=  X,, H — T-^ dx.  -4-  -r-^ f/j?o  — ...  —  X,X, I  (^/rt , 

=  X^-,- -t-  (X, Xji  —  XiXj,) da,. 
(6)  devient  alors 

^^tSx,,'^  +  {x,x,,-x,x,y^da\^^:.u,\,Y 

ou,  en  observant  que  /,==  «,  +  c^«,, 

2gx,F  +  2;„,(X,x,-\x,)F  =  o; 

d'où  l'on  lire 

yi^X,F4_v„  V,.'  x,F-o, 
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el  celle  t'oniuile  ayanl  lieu,  (|uel  (jiie  soil  F, 

et,  si  roii  veut, 

du  g  -f-  1,  Uj  c'j  dcii  —  o, 

c'est  l'équation  aux  différenlielles  totales  du  groupe  adjoint.  Ses  équa- 
tions aux  dérivées  partielles  sont 


U,F  +  A,F  =  o, 

.^'  =  2  Uj  c;  f^  -f-  2  u:  c-.. H . . .  =  S  M  ,•  c;,.  -^  ■ 


[j.p_v„  ..  /^F     ,    V.,  ..=    àF     ,         _^._     ,    JF 


Les  substitutions  UF  ne  seront  distinctes  que  si  Ton  n'a  pas  de  rela- 
tions de  la  forme 

'   ''  ails 
ou 

lX,Ec;^  =  o. 

(-)r.  si  l'on  considère  l'expression 

\Y^i:\Y,-'L{\,\,)Yj]¥  =  24 A,Y,F  =  -  Ic^ A,V,F, 

on  voit  qu'elle  sera  nulle  en  même  temps  que  la  précédente;  donc  le 
groupe  adjoint  n'aura  ses  paramètres  distincts  ou  ses  U  distincts  que 
si  le  groupe  proposé  n'a  pas  de  substitution  fondamentale  Y'  donnant 

(Y'Y,-Y,Y')F  =  o; 

Y'  est  ce  que  l'on  appelle  une  substitution  fondamentale  simsulière 
(Âusgczeiclinele,  distinguée  de  S.  Lie). 

11.  —  Généralités  sur  la  formation  des  groupes. 

Il  n"entre  pas  dans  notre  plan  de  donner  une  théorie  complète  des 
groupes  de  substitutions.  Je  laisse  de  côté  systématiquement  la  théorie 


io8 
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des  invariants  à  l'aide  de  laquelle  on  peut  trouver  un  nombre  considé- 
rable de  groupes;  mon  but  est  seulement  de  montrer  l'utilité  de  mes 
notations. 

Il  est  facile  de  se  procurer  un  nombre  illimité  de  groupes;  la  ques- 
tion est  plus  difficile  à  traiter  quand  on  se  propose  de  trouver  les 
groupes  contenus  dans  un  groupe  donné  à  plusieurs  paramètres.  Voici 
toutefois  comment  on  peut  théoricjuement  l'ésoudre  ce  problème. 
Soient  /<!,  lu,  •  ■ .,  l'r  les  substitutions  fondamentales  d'un  groupe;  si 
l'on  veut  trouver  un  groupe  à  p  paramètres  contenu  dans  ce  groupe,  il 
suffira  de  trouver  jo  fonctions  linéaires  A,,  An,  . . . ,  A^  de  //,,  /io,  . . . ,  //, 
donnant  lieu  aux  relations 

(0  A,A,-A;/.,=  v,,;^A„ 

les  Y  désignant  des  constantes.  Soit 

A-,  =  7-1,  Il  I  +  a,,  //o  +  . . .  +  a,y //^.  =  "Ly.j^li^ ; 

(i)  deviendra 

ou 

1  (  a,^ y.j,.  -  a,,  a, j,.  )  S  <%  h,  =  2 y^ S  a,^ // ;, . 

Ces  formules  devant  avoir  lieu  entre  les  /î^  qui  sont  indépendants 
fournissent  chacune  r  relations;  pour  que  ces  relations  aient  lieu,  cer- 
taines équations  obtenues  en  éliminant  les  y  devront  avoir  lieu  cnlrc 
les  a;  cette  méthode  est  évidemment  impraticable  dès  queyj  >  2. 

Les  groupes  de  substitutions  linéaires  et  homogènes,  cjue  nous 
appellerons  groupes  linéaires,  sont  de  beaucoup  les  plus  importants; 
ce  sont  en  effet  ceux  qui  se  sont  présentés  les  premiers  dans  la  théorie 
des  équations  algébriques  ])uis  dans  la  théorie  des  écjuations  din'éreii- 
lielles  linéaires  (les  substitutions  de  lettres  sont  des  cas  particuliers  des 
substitutions  linéaires);  ensuite,  les  groupes  linéaires  continus  à  un 
nombre  fini  de  paramètres  peuvent  servira  former  tous  les  au  1res  (à 
un  nombre  fini  de  paramètres).  En  cfi'et,  ([uaud  on  est  parveini  à  former 
v\n  groupe  linéaire,  on  est  par  ci'la   même  arrivé  à  se  pro( m^'r  des 
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TL-lations  de  la  forme  ( A, Ay  —  Ay A,)F  =  Ic'yA.F,  qui  suffisent  pour 
fléterminer  un  groupe  on  faisant  usage  des  variables  a.  Je  ne  m'occu- 
perai donc  que  de  la  formation  des  groupes  linéaires,  et,  dans  ce  qui  va 
suivre,  il  ne  s'agira  plus  que  de  substitutions  linéaires  et  homogènes; 
ces  épilhètes  linéaires  et  Itomogèncs  seront  dorénavant  sous-enten- 
dues. 

12.  —  Groupes  linéaires. 

1°  Je  commencerai  par  établir  une  proposition  qui  permettra  de 
former  un  grand  nombre  de  groupes.  Si  s,  s',  s",  . . .  sont  des  substitu- 
tions formant  un  groupe  et,  si  t  est  une  substitution  quelconque,  (sf, 
ls'l~',  ts"f~',  ...  seront  encore  des  substitutions  formant  un  groupe; 
cela  résulte  de  ce  que 

(si-'  X  ts'r'  =  tss'i-'. 

La  substitution  Is' l~'  est  la  transformée  de  5  par  /. 
Si 

/st~'  =  s', 
on  a 

/si  'ls(-'  =  (s-t'  =  .$'-,  /.?'/-•  =  s'^  . . .  /sT'  =  s"-, 

et,  en  général, 

donc  u/œ  subslilulion  et  sa  transformée  ont  même  équation  rarac- 
téristique. 

La  réciproque  est  vraie  en  général,  et  deux  substitutions  ayant  mémo 
équation  caractéristique  peuvent  être  transformées  Tune  dans  Tautre; 
mais  il  est  clair  qu'il  y  aura  des  exceptions. 

Il  y  a  plus  :  la  substitution  /  peut  n'être  pas  linéaire.  Si  s  est  linéaire, 
tsl~*  pourra  ne  pas  être  linéaire,  mais  elle  aura  une  écpiation  caractéris- 
tique à  laquelle  elle  satisfera  et  qui  sera  l'équation  de  s. 

La  transformation  fournit  ainsi  une  première  méthode,  d'ailleurs 
connue  depuis  longtemps,  pour  former  des  groupes  linéaires  ou  non. 

2°  Rappelons  en  second  lieu  que  toutes  les  fonctions  d'une  même 
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substitution  forment  un  groupe  de  substitutions  échangeables;  c'est  un 
théorème  nouveau  que  notre  notation  symbolique  met  en  évidence. 

3"  Nous  avons  signalé  plus  haut  (§  3)  rexistence  de  substitutions 
.cet  /jouissant  des  propriétés  suivantes;  elles  sont  de  degré  n  et  l'on  a 


s"  =il  ,  /"  =  I ,  si  =^  tts,  £  =  c     "     . 

11  en  résulte  que 

s»  /  =  (s"  £%  s"  fi  =  l^-s^  £=^f  ; 

donc,  en  général,  si  a^,  b^  sont  des  nombres 

ZapSPl.b^ti  ='Lapb^sPt''  =  Za  pb^tP-^tW, 

c'est-à-dire,  en  appelant  o  et  •\i  des  symboles  de  fonctions  entières, 

donc  o(.s) ']/(/)  est  la  substitution  générale  d'un  groupe  à  m  para- 
mètres, car 

9(.v)'K0?.(^)'}.(0  =  ?(^)?.(*0'K/0'^.(^s>, 

et  le  second  membre  est  de  la  forme  9(5)  '^{t-)- 

En  particularisant  les  fonctions  ç  et  '|,  on  peut  obtenir  des  groupes 
à  moins  de  2«  paramètres;  par  exemple,  si  n  est  pair,  !p(.s-)4'(/°) 
formera  un  groupe  à  n  paramètres,  etc.  Ces  groupes  sont  nouveaux. 

4°  Les  substitutions  o(st)'\{st),  en  conservant  les  mêmes  notations, 
forment  évidemment  un  groupe. 

5"  Si  n  a  pour  diviseur  0,  /(s",  â)  représente  un  groupe,  etc. 

G"  Les  substitutions  orthogonales  forment  un  groupe  bien  connu,  el 
l'on  connaît  bien  des  moyens  pour  se  procurer  de  telles  substitutions. 
Soit  I,a,j-,j  une  substitution  orthogonale  de  degré  «;  posons 

ç      —  ^  n  -    n  •  '- .  ■  * 
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nous  aurons 

(  I  )  =  2 ( a,-^ a , ,  a ,  A- cijt  -h  a,,, a o^ <:/,a a^7  +  ■  ■  •  ) ",7 

[  =  («,,/f/,A  +  «:,«.A  +...)2^«//>«y7',y. 

c'esl-à-dirc 

I  o     si  ^  ^  A" 


p,    SI    ? 


=  A- 


Lcs  substitutions  Sp^  jouissent  donc  des  mêmes  propriétés  que  les 
substitutions  t^^;  si  Ton  suppose  p  el  g  inférieurs  à  n,  les  substitu- 
tions Sp^  formeront  un  groupe  discontinu  à  l'aide  duquel  on  pourra 
former,  comme  avec  des  substitutions  T,y,  de  nouvelles  substitutions  -s. 
t,  jouissant  des  propriétés 

s'"  =z  I ,  /'"  =r  I ,  si  =^  lis.  t  ^  f'"      , 

m  <^  n . 

Ces  nouvelles  substitutions  pourront  à  leur  tour  servir  à  former  des 
groupes  continus  à  moins  de  n  paramètres  en  procédant  comme  aux 
numéros  précédents. 

7"  Supposons  la  substitution  Za,ji-j  non  plus  ortlioi;oiial<',  mais 
quelconque,  et  posons 

La  formule  (  i  )  du  numéro  précédent  donnera 

d'où 

Les  substitutions  .y^,,,  où  l'on  peut  supposer  p  el  q  moindres  que  n 
forment  donc  un  système  fondamental  qui  pourra  servir  à  fornu^r  une 
infinité  de  groupes  continus  à  moins  de  n  paramètres. 
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8°  Je  suppose  que  Ton  sache  former  un  groupe  à  /•  paramètres  pour 
les  substitutions  de  degré  n  <  v;  soient  /?,,  /^,,  . . .,  A^les  substitutions 
fondamentales  de  ce  groupe  et 


Supposons 


-",7   -ij- 


hpli^  —  Ii.^lip  =  ^c]jh, 


Parmi  les  substitutions  de  degré  v,  on  pourra  en  choisir  n-  jouis- 
sant des  propriétés 

i  o      si  ^  ^  A" 

I  Spi  SI  q  =  k 
p  et  q  restant  inférieurs  ou  au  plus  égaux  à  /■;  si  Ton  pose  alors 

il  est  clair  que  l'on  aura 

ou  saura  donc  aussi  former  un  groupe  à  /•  paramétres,  avec  des  substi- 
tutions de  degré  n. 

On  voit  donc  comment  on  pourra  simplifier  la  recherche  des 
groupes  linéaires  en  partant  des  substitutions  du  second  degré  pour 
s'élever  successivement  aux  substitutions  de  degré  supérieur. 

13.  —  Substitutions  du  second  degré. 

Les  substitutions  du  second  degré  sont  intéressantes  à  considérer  en 
elles-mêmes  ;  elles  ont  été  entre  les  mains  de  M.  Poincaré  un  puissant 
instrument  de  recherches;  leurs  groupes,  faciles  à  construire,  permet- 
tront de  construire  des  groupes  pour  les  substitutions  de  degré  plus 
élevé.  Enfin,  elles  donnent  lieu  à  des  interprétations  géométriques  re- 
marquables. 

Soit 

(i)  s  —  «,,■:,,  -t-  «loT,.  -h  «2,-:.,  +  ajjTij. 
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Si  Ton  pose 

/  =  -,, -T,,,     y  =  (-22 --..)n  - ', 

on  aura 

''  =  -',       .r  =  -''        './  =  -./'- 

en  sorlo  ({ue,  si  Ton  fail  //  :=  A,  on  aura 

i-  =  -  I ,         /  =  -  I ,  A-  =  -  I , 

'>'  =  /'>  ./''■  =  '•  f''=J^ 

elles  subslilulions  /,  y,  A  jouiront  des  propriétés  des  clefs  d"un  ipia- 
ternion. 

Si  l'on  pose 


=  a  +  ^/  +  Yy  +  oy        

=  a  +  [3(t,o  -  t,,)  +  Y  v—  I  (^22  -  ^n")  +  ^(-,2  +  -2.)  V'-  I. 

et,  en  identifiant  (en  observant  que  y.  =  a.- ,  =  y.~,./), 

«, ,  =  —  T  V —  ■  -+-  ^i       «22  =  Y  V^'"  '  "•"  ^-' 
«12  =  P -t- 5  V— •)  ao I  =  —  p  -f-  0  v'  —  I . 


On  en  tire 


a, ,  a.^2  —  «i2«2i  =  ^-'  +  Y    +  p 


.2     _L..    'i,^-^r>_ 


Le   délenninanl  de   la  subslilulion    a  +  [i/ -+- y/ +  oA    r.sl  iIoik 
a*  4-  [i°  +  y-  +  0".  So«  équation  caraclérisliquc  est 


par  suite,  on  pourra  poser  a  =  p  coscp,  y'P^  +  Y'."*"  ^"  ==  ?  sino,  l'I    les 
racines  de  l'équation  caractéristique  seront 

p  (cosç  ±  V  —  I  sino)  =  pr'-îv/-i  5 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  lome  IV.  —  F;isc.  I,   1S98.  I  i) 
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p-  sera  alors  le  déterminant  de  la  substitution  et  l'on  aura 

\    .'  '^1  -'       -ipcoio  ^  '  apcostp 

Nous  gloserons,  comme  dans  la  théorie  des  quaternioiis, 
"  —  cosO, 


'      —  =  cos'^  siiiO, 
v/p+'r  +  o- 

—  =:  sinj/sinO, 

et  la  substitution  .v  prendra  la  forme 

s  =: p(^cos^  -h  usino), 

Il  =  {  cosO  -f-  j  cos'j'  sin 0  -f-  A-  sin  .}/  sin  0  : 

la  substitution  ii  a  alors  pour  carré  —  i ,  en  sorte  que 

s'^=  o''(cosas  -t-  «sin 7.^)  ^  p'^t'"" 
ou 

Les  substitutions  à  un  paramétre  sont  ainsi  mises  sous  forme  expo- 
nentielle. 

I>a  théorie  des  ([uatcrnions  et  celle  des  substitutions  linéaires  du 
second  degré  sont  donc  étroitement  liées,  mais  la  théorie  des  substi- 
tutions est  beaucoup  plus  générale  et  l'emploi  des  (juaternions  a 
l'inconvénient  de  ne  s'appliquer  qu'à  des  substitutions  à  coefficients 
imaginaires,  aussi  nous  reviendrons  à  nos  conventions  ordinaires. 

Nous  poserons  dorénavant 

nous  aurons 

i'  =  i,       /  =  i»       '>■  = --,2+-,,  = -yV, 


«Il 

— 

«,, 

« 

2 

r, 

«.., 

- 

«12 
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ol  nous  aurons  les  formules  fonchimontales 

«  =  «,,T|,  +  c/,2"i2+  '^ji'ai  +  «22 '^22  =  a  +  pt -H  yy  —  o//' 

=  -.,  (a  -^  y)  +  t,,(^  -  S)  +  t2,  (?  +  2)  ^  -22(>  -  t): 

rt, ,  =  a  4-  Y,         f'22  =  a  —  Y, 


r^  __  «12+  «-21 


I/<''(|iialion  caractéristique  est 

s- —  aa.s  -I-  a-  +  0-  —  p-  —  Y"  ^  "• 
Si  nous  observons  que 

(?'■  +  17  +  ^^'Jy  =  ?'  +  T'  -  0% 
nous  pourrons  poser  :  i" 


^?:^  _  r-i^  —  v' 

.y  =  0  (  C0S5  -f-  Slll 


a  =  p  coso,         V  0  ~  r       T'  =  ?  ^l'i?^ 
i<  + Y,/ 4-3//" 


ou,  en  posant 

s  =  p  (coso  +  Il  sino); 
ou  aura  alors 

5"=  p^'^'cosacp  +  ?/sinaç.  ). 

■2°  Nous  pourrons  aussi  poser 


a  =  p  cos/tç),  v'p-  +  Y'  —  5'  =  psin  Ao. 

s  =  p  (cosAo  4- i/sin/icp),  11 
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Cl,  si  Ion  Ycul 

s*=^  p*(cos//ao  +  «sin//ao). 

Dans  le  premier  cas,  on  aura,  comme  dans  le  second, 


'À°  Si  î^' +  y" — o-  =  o,    on   ne  peul   plus    procéder    comme   nous 
l'avons  fait,  mais  en  posant 


/■  =  ^['i2  +  Y'i  t3  =  /-coso,  y  =  rs\nz:, 

on  a 

5  =  y.  -h  /■  (  / cos o  -+-  y  sin  ç.  +  ij) 

ou 

.9  =  a  +  ru  et  ir  =  o,  s^  =  7.P  -t-  /) a''" '  ///. 

Lorsque  a,J3,Y,o  sont  des  nombres  réels,  les  transformations  que 
nous  venons  d'indiquer  ont  surtout  pour  objet  de  conserver  à  la  substi- 
tution s  une  forme  dégagée  d'imaginaii'es;  en  se  plaçant  à  ce  [)oinl  de 
vue,  la  substitution 

p  (vos /izi  -+-  // sin A 0 ) 

sera  dite  liypribolique;  la  substitution 

p(coso  -H  «sinç/) 

sera  cUiplKjuc.  Eiilin, 

a  +  vu 

sera  pairthollquc. 

Lorsque  a,  j3,Y,  o  seront  imaginaires,  on  pourra  mettre  la  sui)stilu- 
lion  s  sous  la  forme 

S  +  Ts-i, 

S  et  T  étant  réels;  S  et  T  seront  alors  ou  ellipli(pies,  ou  liy])erbi)li(|iies, 
ou  paraboliques. 

Nous  allons  maintenant  essayer  de  former  les  groupes  à  plusimiis 
paramètres.  Ces  groupes  seront  représentés  par  des  subsliluliuns  tic  la 
forme  e«+P'+ï>+3/7 .  p„  pourra  toujours  supposer  (pic  y.  u'cuiic  |)as  en 
exposant,  car,  s'il  n'v  entre  pa'^,  ou  |Miuriii  l'iulrodiiirc,  ^-t'  qui  rcxicnl 


THEORIE    MOL'YEI.LE     DES    SUBSTITUTIONS. 


117 


à  iiiulliplicr  [jar  un  nombre  loiiles  les  siibslilulions  du  groupe  et,s"il  y 
entre,  on  pourra  le  supprimer,  ce  qui  reviendra  encore  à  multiplier 
])ar  un  nombre  toutes  les  substitutions  du  groupe.  Le  groupe  linéaire 
du  second  degré  est,  au  fond,  à  trois  paramètres  ^,  7,  0,  a  ne  coin[.laiil 
pas. 

Nous  allons  chercher  tout  d'abord  deux  sid)slilulions  londamentales 

nous  aurons 

.ss'-s's  =  'lili  -  r^')i+  H?^  -  ^?')./  +  ^(?Y'  -  V?'i^  = 

pour  que  s  et  s'  forment  un  système  fondamental,  il  faut  cju'il  existe 
des  constantes  c  et  c',  telles  que  ss'  —  se'  =  2 cv  +  ic's'  ou  que 


ce  (jui  donne  la  condition 


?T' 


7?' 


ou 

telle  est  la  relation  qui  doit  exister  entre  les  substitutions  fondamen- 
tales d\m  groupe  à  deux  paramètres  de  déterminant  i.  Cette  équation 
peut  s'écrire 


ir 


^.^(^.  +  y._2-^_(P^'  +  w-^^')^  =  "- 


14.        Quelques  mots  sur  les  groupes  discontinus. 

Les  groupes  discontinus  sont  ceux  dans  lesquels  les  sui)slitutions 
sont  telles  que,  une  substitution  quelconque  étant  choisie,  il  n'en  existe 
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pas  daulies  en  difl'éranl  iiitiniment  peu.  Je  dis  quelconque,  parce  qiii> 
le  groupe  serait  encore  discontinu  s'il  y  avait  un  nombre  fini  de  sub- 
stitutions ne  jouissant  pas  de  cette  propriété. 

On  peut  se  procurer  des  groupes  discontinus  linéaires  d'un  grand 
nombre  de  manières  cjue  nos  nolations  symboliques  mettent  en  évi- 
dence. D'abord  le  groupe  lf//y-,y,  dans  lequel  les  «,y  sont  entiers,  est 
évidemment  discontinu;  la  même  cliose  aurait  lieu  si  les  a  étaient  des 
multiples  d'un  même  nombre. 

Nous  avons  vu  cju'il  était  possible  de  trouver  des  substitutions  s,j 
<lifTérentes  des  -,j,  mais  jouissant  des  mêmes  propriétés 

(  Sa,     5,7  =  A-, 
(    o,      s,j::k. 

Les  substitutions  Sa,7.ç,y,  dans  lesquelles  les  a  sont  des  nombres  entiers, 
formeront  évidemment  un  groupe  discontinu.  On  obtient  des  sous- 
groupes  en  imposant  au  déterminant  2;  dz  «, ,  a.^^. .  .a,,,,  la  condition  de 
rester  égal  à  ±  i . 

On  pourrait  obtenir  des  groupes  à  coeflicienls  imaginaires  en  pre- 
nant pour  les  Ujj  des  expressions  de  la  forme 

A„4-A,c4-...-t-A^_,£''--', 

£  désignant  une  racine  p"^"""  de  l'unité,  et  A^,  A,,  . . .,  A„  des  entiers. 
Il  est  très  facile  de  trouver  des  substitutions  satisfaisant  à  une  éipui- 
tion  binôme,  par  exemple  à  .s-  ^  i,  si  s,  par  exemple,  est  une  substi- 
tution dont  l'équation  n'a  pas  de  l'acines  multiples,  on  pourra  nidlie 
/(  .ç)  sous  la  forme 

f(.s)=f{s,)l,+f^s,yz,  +  ...+f{s„)l,„ 

s^,  S.,,  ...  désignant  les  racines  de  r(''(|uali()n  de  .v  et  H,  des  subslilii- 
tions,  telles  que 

Alors,  en  prenant 
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Oïl  aura  [,/"(  -y)]"  =  i  •  Soionl  s  et  /  deux  subsliluLions  uon  ('-cliangcahlcs 
cl  Icllcs  que  5-  =[,/-  =  I ,  une  fonclion  de  sel/  sera  de  la  foiiuc 

a  ■+-  bs  +  cl  -\-  dsl  -+-  cl.s  -l-  f.sls  -f- . . . , 

«,  b,  c,  ...  désignant  des  nombres;  le  nombre  des  symboles  .9,  /,  .st. 
.v/.y,  . . .  sera  limité,  car  (si)-  =  i,  et  les  seuls  de  ces  symboles  irrcduc- 
liljles  soul 

I ,      .y,      /,     .s't,      /.?,      t.s(,     st.s  ; 

les  fonctions  entières  et  à  coefficients  entiers  de  s  cl  /  foruu^-iont  (Iduc 
un  groupe  discontinu. 

Il  ne  serait  pas  difficile  de  généraliser  ces  considéralions.  Je  crois 
que  ce  qui  précède  suffira  pour  montrer  Futilité  du  genre  de  calcul 
que  je  viens  d'esquisser. 

Un  mot  avant  de  terminer  :  Le  calcul  des  subslilulions  poul  éiri' 
considéré  comme  l'interprétation,  sous  forme  concrète,  de  la  théorie 
générale  des  symboles  imaginaires  auxquels  on  a  donné  le  nom 
de  clef. s;  les  clefs  peuvent,  en  effet,  èlrc  considérées  comme  représen- 
tant des  substitutions.  Les  clefs,  auxquelles  on  a  donuf-  le  nom  d'r//- 
scnibles  et  qui  satisfont  aux  relations 

>;  5     ça  J 

sont  les  subslilulions  intcrpolaires  de  délerminant  mil,  que  nous  avons 
rencontrées  plusieurs  fois.  Les  (piaternions  sont  des  substitutions  ])ar- 
ticulières  du  second  degré,  comme  nous  Tavons  montré. 
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Sur  le  déplacement  le  plus  général  d'une  droite 
dont  tous  les  points  décrivent  des  trajectoires   sphérifjues , 

Par  m.   Ernest  DUPORCQ, 

Ingénieur  des  Télégraphe*. 


1 .  Dans  une  \ote  récemment  présentée  à  ]"  Académie  des  Sciences  (  '  j, 
nous  avons  énoncé  les  principaux  résultats  auxquels  nous  sommes  par- 
venus dans  l'étude  du  déplacement  d'une  droite  dont  tous  les  points 
décrivent  des  trajectoires  spliériques. 

Ce  problème  n'avait  été  étudié  jusqu'ici  que  dans  le  cas  particulier 
où  les  points  de  la  droite  mobile  restent  sur  des  sphères  ayant  leurs 
centres  dans  un  même  plan,  par  M.  Darboux  et  par  M.  Mannheim  (-). 
On  peut  résumer  ainsi  les  résultats  obtenus  par  ces  deux  éminents 
géomètres  : 

i"  SI  quatre  points  d'une  droite  mobile  restent  sur  des  sphères 
dont  les  centres  sont  dans  un  mente  plan,  tous  les  points  de  cette 
droite  restent  aussi  sur  des  sphères,  dont  les  centres  ont  pour  lieu 
une  conique;  par  suite,  deux  points,  réels  ou  imaginaires,  de  la 
droite  décrivent  des  courbes  planes. 


(')  E.  Dl'porcq,  Sur  le  déplacement  le  plus  général  d'une  droite  dont  tous 
les  points  décrivent  des  trajectoires  spliériques  {Comptes  rendus,  séance  du 
i3  novembre  1897  ). 

(-)  Max.\heim,  Principes  et  développ.  de  Géom.  cin.,  p.  180. 

Jotirn.  de  Math,  (â-  série),  tome  IV.  —  Fasc.   II,  1S9S.  lO 
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2°  Dans  le  mouvement  à  deux  paramètres  d'une  droite  dont 
trois  poi/tts  se  déplacent  sur  trois  sphères  dont  les  centres  sont  en 
ligne  droite,  tous  les  points  de  la  droite  décrivent  des  sphères  ayant 
leurs  centres  en  ligne  droite.  Un  point  de  la  droite  décrit  un  plan. 

Ces  résullals  rappelés,  nous  allons  aborder  Tétude  du  jiroblème 
général  que  nous  avons  en  vue,  en  commençant  par  quelques  remarques 
géométriques. 

I. 

2.  Soient,  dans  l'espace,  D,,  Do,  D3  trois  positions  d'une  droite  D, 
sur  lesquelles  w,,  m.^  et/»,,  sont  les  positions  d'un  certain  point  quel- 
conque m  de  la  droite  D.  Les  plans  normaux  aux  segments  ni.m^, 
m-^nit  eim^m.,  en  leurs  milieux  passent  respectivement,  comme  Ion 
sait,  par  trois  droites  fixes,  A.,3,  A^,  et  A,o,  quel  que  soit  le  point  ///  sur 
la  droite  D.  L'axe  de  la  circonférence  (ni,  m.,m^)  rencontrant  évi- 
demment ces  trois  droites,  il  a  pour  lieu,  quand  le  point  m  décrit  la 
droite  D,  l'hypcrboloïde  H,  2,3  qui  admet  les  trois  droites  A  pour  géné- 
ratrices. 

Soit  maintenant  D.,  une  quatrième  position  de;  la  droite  D;  consi- 
dérons les  hyperboloïdes  H,  ,.3  et  11,2. -,  '■  ils  ont  en  commun  la  droite 
A, .2,  et  le  reste  de  leur  intersection  est  une  cubicjue  gauche  F  :  celle-ci 
est  le  lieu  des  centres  des  sphères  (m,  m.m^m.,)  ('  ). 

Soit  enfin  Dq  une  nouvelle  position  de  la  droite  D  :  la  cubique 
gauche  F  rencontre  rhyperboloïde  H,  0,0  en  six  points,  dont  deux 
appartiennent  à  la  droite  A,  .,;  les  quatre  autres  points  sont  chacun  le 
centre  d'une  sphère  contenant  les  cin(j  positions  d'un  même  point  de 
la  droite  D.  Par  suite  : 

Etant  données  cinrj  positions  d'une  même  droite,  il  existe  en 
général  quatre  points  de  cette  droite  dont  les  eiiKj  positions  sont 
sur  une  même  sphère. 


(')  On  obtient,  comme  cas  particulier,  le  ihéorème  de  M.  Haag,  sur  le  lieu 
des  centres  des  sphères  osculalrices  aux  trajectoires  des  points  d'une  droite  mo- 
bile. 
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II  on  résulte  que  : 

Si  cinq  points  d'une  droite  décrivent  des  trajectoires  sphériques, 
i/  en  est  de  même  de  tousses  points. 

5.  Pour  que  tous  les  points  de  la  droite  D  aient  leurs  cinq  positions 
sur  une  même  sphère,  il  faut  et  il  suffit  évidemment  que  Thyperbo- 
loïde  Ho.  1.2  contienne  une  infinité  de  points  de  la  cubique  T,  soit  qu'il 
la  contienne  tout  entière,  soit  que,  celle-ci  se  décomposant  en  une  co- 
nique et  une  droite,  Thyperboloïde  Ho.,..,  contienne  seulement  cette 
conique  ou  celte  droite.  Nous  en  déduisons  immédiatement  la  propriété 
suivante  : 

Si  tous  les  points  d'une  droite  se  déplacent  sur  des  sp/icrcs.  le 
lieu  des  centres  de  ces  sphères  est  une  cubique  gauche,  une  conique 
ou  une  droite. 

Ces  deux  derniers  cas  sont  ceux  que  nous  avons  rappelés  précé- 
demment :  c'est  donc  du  premier  seulement  que  nous  allons  nous 
occuper. 

H. 

4.  Nous  allons  donc  rechercher  à  quelles  conditions  doivent  élrc 
assujetties  quatre  positions  données  D,,  D^,  D3  et  D,,  de  la  droite  D 
pour  qu'on  puisse  trouver  une  infinité  de  positions  Dj  de  cette  droite, 
telles  que  l'hyperboloïde  Ho.,.,,  qui  contient  évidemment  la  droite  A,  .,, 
passe  aussi  par  tous  les  autres  points  communs  aux  deux  hvperboloides 
H,.,.3  et  H,.2  ,,. 

Nous  pouvons  toujours  supposer  que  la  droite  D  est  l'arête  O^  d'un 
trièdre  trirectangle  Oxyz,  et  qu'elle  est  entraînée  par  un  certain  dépla- 
cement de  ce  trièdre.  Soit,  en  outre,  (ii\r^  un  trièdre  trirectangle  fixe 
dans  l'espace.  Désignons  par  ./•,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  quel- 
conque de  l'espace  par  rapport  aux  axes  mobiles,  et  par  E,  r,,  'Ç  les 
coordonnées  du  même  point  par  rapport  aux  axes  fixes.  On  peut  ton- 
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jours  poser 

1  X-  =  aH  -I-  a' y  -f-  a"'Ç  —  p, 

(i)  \y  =  bl.-\-b'y-\-b'Z-q, 

'   -  =  c;  -f-  c  r  +  c  Ç  —  /•, 

a,  a',  ...,  c"  désignant  les  neuf  cosinus  directeurs  de  trois  directions 
rectangulaires.  Les  coordonnées  du  point  O  par  rapport  aux  axes  fixes 
sont 

i  ap    -{-  bq    4-  cr    —  l, 

(2)  '   ap  -+-  U q  -f-  c  r  =  m, 

\  a" p  +  b"  q  -+-  c"  r  =  n. 
Posons,  en  outre, 

p-  +  y-  -f-  /•-  =  /■'  -f-  m-  -h  n-  =  h-, 

Nous  affecterons  des  indices  i ,  2,  3  et  4  les  coordonnées  x,  y,  z  et  les 
paramètres  correspondant  aux  positions  D,,  DojD,  etD,,  les  lettres 
sans  indice  correspondant  aux  positions  D„,  qui  satisfont  au  problème 
proposé,  supposé  possible. 

Ceci  posé,  recherchons  quelle  est,  par  rapport  aux  axes  fixes,  Técjua- 
lion  de  l'hyperboloïde  H,  .,3;  soit  a  un  point  de  cette  surface  :  il  est, 
d'après  la  définition  de  H, .2.3,  équidistant  des  trois  positions  ni,,  ///., 
et  /??3  d'un  certain  point  m  de  la  droite  D;  par  suite,  si  l'on  considère 
le  mouvement  inverse  de  celui  du  trièdre  Oxyz,  et  si  l'on  désigne  par 
a,,  a,  et  7.3  les  trois  positions  qu'occupe  alors  le  point  a  par  rapport  à 
ce  trièdre,  supposé  immobile,  il  existera  une  sphère  passant  par  les 
points  a,,  y..,  et  a,,  et  ayant  son  centre  sur  O^.  On  aura  donc 

'+/'  +  -'     -.      »  I 
Si,  dans  celle  équation,  nous  remplaçons .r,^',  r  par  leurs  valeurs  (1  ) 


SUn    LE    DEPLACEMENT    D  UNE    DROITE.  1 2 J 

on  fonction  de  ^,  -i],  Z,  nous  obtiendrons  l'équation  cherchée  de  1  hy- 
pcrboloïde  H,  o.,.  En  tenant  compte  des  notations  (2),  elle  se  réduit  à 


H, 


.i.  Or,  nous  voulons  que  l'hyperboloïdc  H,,  ,  ,  passe  par  tous  les 
points  communs  aux  hyperboloïdes  H,  0.3  et  H,  , ,;  nous  devons  donc 
pouvoir  trouver  deux  nombres  X3  et  X.,,,  tels  que  Ton  aitidenliquemenl 


p, 

:,      I 

1% 

:.^      I 

p. 

-:i        1 

H. 


'"^.iHi.a.i  +  ^1  H,  2.1J 


ce  qui  s  écrit 


P,       P,       P_A3P,_À„P, 

:,      z-,       :  —  ljZ., —  X.,  ;,, 

1  I  I   —  A3        —  K^ 


11  faut  et   il   suffit,   pour  cela,   que    Ton   puisse    déterminer  deuv 
nouveaux  paramètres   numériques  À,   et  Xj   ('),    tels   qu'on   ait  les 


(')  Ce  résullal  n'est  pas  tout  à  fait  évident  :  la  question  revient  à  montrer 
que  Xi,  X2,  Y,  et  Y^  étant  quatre  formes  linéaires  données,  les  formes  linéaires 
les  plus  générales  X  et  Y,  telles  que  l'on  ail  identiquement 


(0 


X,     X,     X 

Y,     Y,     Y 


sont  fournies  par  les  égalités 

(2)  X  =  X,X, +X,X,,         Y  =  X,Y,-i-X,Y,, 

X,  et  Xj  étant  deu\  paramètres  numériques  dont  la  somme  est  égale  à  i.    La 
relation  (i)  peut,  en  effet,  s'écrire 

X-X,  _  X,-X, 
Y-Yo  ~  Y,  -Y," 

.-V   moins  que  les  coefficients  des  variables  ne  soient  proportionnels  dans  les 
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I  =  A,  +  A,-)- A,, -r-  A,, 
:  =  /.,-,  ^  A,  ::,  -^K,z.,^ '/.,:.,, 
P=A,P,  +  Aj'^  +  A,l»,  +  Aa\, 


qui  reviennent  aux  suivantes  : 


(0 

1 

(2) 

1 

1 

1 

(3) 

1 

/n  =  V  A///^, 

1 

n  —  y  A,//,. 

1 

(4) (5) 

'■=i 

A,r,,         h-  = 

i 

A,A;. 

On  doit,  de  plus,  avoir  la  relation 

(6)  c-  +  c'-  -+-  c"'-  =  o. 

En  portant  dans  les  équations  (4),  {^)  et  (6)  les  valeurs  de  c,  c', 
c",  /,  m,  n  fournies  par  (2)  et  (3),  et  en  y  joignant  Téquation  (i), 
on  aura  quatre  équations  en  X,,  \.,,  X3  ctX.,  ;  elles  devront  avoir  une 
infinité  de  svstènies  de  solutions  communes,  et,  à  chacun  de  ces  svs- 


deux  termes  de  la  seconde  fraclion,  on  devra  donc  avoir,  X,  désignant  un  nombre 
quelconque, 

X  —  X,  =  X,  (X,  -  X,) ,         V  -  Y,=  X,  (  Y,  —  Yo) , 

ce  qui  revient  aux  égalités  (2).  Or,  dans  le  cas  particulier  qui  nous  occupe,  si 
l'on  suppose  que  les  coefficients  des  variables  ;,  r,  et  t  sont  proportionnels  dans 
les  formes  P,  —  P»  et  5,  —  z^,  quel  que  soit  le  choix,  du  point  O  sur  la  droite  I), 
et  quelles  que  soient  les  positions  D,  et  Dj  occupées  par  cette  droite  dans  son 
déplacement,  il  en  résulte,  ou  qu'un  certain  point  de  cette  droite  doit  rester 
fixe,  ou  que  toutes  les  positions  qu'elle  occupe  sont  parallèles  :  ce  sont  évidem- 
ment des  cas  dont  nous  ne  tenons  pas  compte  dans  noire  étude. 
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lèmes  correspondra  une  position  D,,  fournie  par  les  équations  (2)  et 
(3).  L'équation  (i)  permet  de  ramener  la  considération  de  ces  quatre 
équations  en  A  à  celle  de  trois  équations  homogènes  :  les  équations 

(5),  ((3)  et  (4)  peuvent,  en  effet,  s'écrire 

(5')  /-  -f-  w-  -I-  //-  =3  ^  A,.(/;  -H  m]  +  //;  ) , 

('3')  c-  -H  c'-  +  c"-  —  2  X,.(c;  -h  cf  +  cf  ) , 

(4')  <-i'  -4-  '■'/»  +  '■"/'  =  2  A,(,c,/,  +  c-  ///,  +  c\  /^■). 

Les  relations  (i),  (2)  et  (3)  permettent  de  mettre  ces  équations  sous 
les  formes  homogènes  suivantes  : 

f|ui  se  rednisenl  a 

t 

1  "  =  Q  =  2  '^^iWi^'  -  I'jY  +  ("'i - "tjY -f-  («,  -  /*y)^ j, 
I  I 

( ,)     °  =  Q'  =  i;^A.[(^v  -  c/)-  -h  «  -  c^y  4-  (c;  -  .;)^]. 
1  k 

o  =  Q"=2:a,X,[(c-,-.v)(7,-/,) 

I 

-I-  (c;  -  r'j)  i^„>,  -  n,j)  +  (c;  -  Cj){n,  -  //^)J . 
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Il  serait  facile  de  former  les  conditions  pour  que  ces  trois  équations 
aient  une  infinité  de  solutions  communes;  mais,  pour  en  tirer  des 
conclusions,  il  est  préférable  d'interpréter  géométriquement  ces  équa- 
tions elles-mêmes. 

III. 

G.  Le  point  ni^,  situé  sur  la  droite  Do  à  la  distance  p  du  point  O,  a 
pour  coordonnées 

Cf.  =  l  -h  cp,  P  =  m  -h  c' p,  Y  =  n  -^  c"p, 

et,  en  vertu  des  relations  (2)  et  (3)  du  paragraphe  précédent,  on  a 

L  I  > 

Les  paramètres  A  sont  donc  les  coordoiuices  baiyccnltiqncs  du 
point  m„  par  rapport  au  tétraèdre  7?î,  m.,  m.j  m^.  Or,  le  point  rtio  devant 
rester  sur  la  sphère  circonscrite  à  ce  tétraèdre,  les  paramètres  X  devront 
satisfaire  à  V équation  barycenlrique  de  cette  sphère,  rapportée  au 
tétraèdre  en  question.  Ils  doivent,  de  même,  satisfaire  aux  équations 
barvcen triques  analogues  correspondant  aux  différents  points  de  la 
droite  D.  Toutes  ces  équations  barycentriqucs,  considérées  comme 
rapportées  au  même  tétraèdre  m,  m.^rn^in^,  représentent  des  qua- 
dricjues  circonscrites  à  ce  tétraèdre,  qui  doivent  donc  avoir  une  infinité 
de  points  communs,  dont  le  lieu  sera  justement  la  trajectoire  du  point 
m.  Nous  pouvons  d'ailleurs  supposer  que  les  quatre  points  w,,  m.,, 
/;?,,  w,  ne  sont  pas  dans  un  même  plan,  puis(jue  nous  avons  écarté  le 
cas  où  tous  les  points  de  la  droite  D  décrivent  des  courbes  planes  :  il 
en  résulte  que  la  courbe  commune  aux  quadriques  considérées  ne  peut 
être  plane,  et,  comme  elle  est  sur  une  surface  à  génératrices  imagi- 
naires, elle  ne  peut  être  qu'une  bi(piadrati(|ue  gauche  :  les  (piadricjues 
envisagées  doivent  donc  former  un  faisceau  linéaire.  Or  l'équation 
barycenlrique  de  hi  sphère  ( m  ^  m.,  m^  w,) 

(1)  o  =  2V/v[(^-<-^v)'  +  (?<-l^y)''  +  (T.-T.)M 
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peut  s'écrire,  en  tenant  compte  des  relations  (7) 
(2)  Qp-+ 2Q"p-+- Q'=o. 

Nous  retrouvons  bien  que  les  trois  équations  (7)  doivent  avoir  une 
infinité  de  solutions  communes,  et  l'analyse  précédente  nous  a  prouvé 
que  cette  condition  était  suffisante. 

Nous  pouvons,  de  plus,  énoncer  le  résultat  suivant  : 

Si  tous  les  points  d'une  droite  mobile  se  déplacent  sur  des  splièies 
dont  les  centres  appartiennent  à  une  cubique  gauche,  ces  points 
décrivent,  en  général,  des  bi  quadratique  s  gauches. 

7.   Supposons  donc  que  l'on  ait 

L'équation  (2)  de  la  sphère  {m^ni.,ni^m,,)  peut  s'écrire 

Q(p-+  2crp)  +  Q'(2C7'p  +  i)  =  o. 

Considérons  les  deux  valeurs  de  p  données  par  l'équation 

(1)  0(p=+2Tp) -|-2cr'p  +  i  =  o; 

pour  ces  deux  valeurs,  l'équation  de  la  sphère  prend  la  même  forme 

Q-  0Q'=o. 

11  en  résulte  que,  si  ?n  et  m'  sont  les  deux  points  de  la  droite  D 
fournis  par  ces  deux  valeurs  de  p,  les  tétraèdres 

ni,n).,//i.^ m i     et     m \  m., m'^nï.^ 

ont  leurs  arêtes  correspondantes  proportionnelles,    puistjue   léqua- 

Journ.  de  Malli.  (h'  série),  tome  IV.  —  Kasc.  II,  1S98.  '7 
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tion  (i)  11°  6  peut  s'écrire 


o  ^  ^^Xi'kj m j m j  . 

1 

Ces  tétraèdres  sont  donc  semblables. 

Réciproquement,  si,  pour  deux  valeurs  de  p,  Féquation  homo- 
gène (2)  représente  la  même  surface,  toutes  les  quadriques  représen- 
tées par  cette  équation  forment  un  faisceau  linéaire. 

L'équation  (i)  nous  montre  que  les  points  m  et  m'  auxquels  cor- 
respondent les  tétraèdres  semblables  forment  une  involution  sur 
la  droite  D.  Nous  pouvons  donc  énoncer  les  résultats  suivants,  qui 
ne  s'appliquent,  bien  entendu,  qu'au  cas  où  les  points  de  la  droite 
mobile  restent  sur  des  sphères  dont  les  centres  ne  sont  pas  dans  un 
même  plan  : 

Si  tous  les  points  d'une  droite  D  décrivent  des  biquadratiques 
sphériques,  il  existe  sur  cette  droite  une  involution  (m,  ni')  telle 
que  les  trajectoires  des  points  m  et  m'  sont  semblables. 

Réciproquement,  si  quatre  segments  égaux  joignent  les  sommets 
homologues  de  deux  tétraèdres  semblables,  les  droites  qui  portent 
ces  segments  sont  quatre  positions  d'une  droite  dont  tous  les  points 
décrivent  des  biquadratiques  sphériques. 

Le  problème  que  nous  nous  sommes  proposé  se  trouve,  dès  mainte- 
nant, complètement  résolu  par  le  théorème  précédent. 

8.  Soient  a^a.,a.^a^  el  a\a,a\a\  deux  tétraèdres  semblables,  lels 
que  les  quatre  segments  aa'  soient  égaux;  prenons  leur  longueur  com- 
mune pour  unité  de  longueur  :  les  coordonnées  du  point  /«,  situé  sur 
la  droite  aa'  à  la  dislance  f  du  point  a  seront 

(i  —  p)l  +  pi',         (i  —  p)'fi  -+-  pm' ,         (1  —  p)//  -hp/i', 
l,  m,  n  et  /',  m',  n'  désignant  les  coordonnées  des  points  a  et  a'.  Soit  A 


SUR    LE     DÉPLACEMENT    d'uNE     DROITE.  l3l 

le  rapport  de  similitutlL'  des  deux  tétraèdres,  et  posons 

Q  =  2  >^A,[(//  -  IjY  +  {nu-  ni,y  +  («,  -  n/fl 

Q,  ■=  2  \\j  [( /,-  /,)(/;.  -  /))  +  {m,  -  mj)  {m'.  -  m))  +  («,  -  «,)(/<. -  //,})]. 
1 

L'équation  barycontriquc  de  la  sphère  (m,ni.2ni.i/)t^)  peut  alors 
s  écrire 

[('  +  />")P=  -  2p  +  i]Q  -h  2p(l  -  p)Q.  =  o. 

L'involulion  (/;?,  /«')  est  donc  définie  par  les  deux  couples  de 
points 

(l  -t-  A')p-  —  20  H-  I  =  o,  p(i  —  p)  =  o. 

Pour  que  le  point  central  de  cette  involution  soit  rejeté  à  Tinfini,  il 
faut  et  il  suffit  que  les  deux  segments  ainsi  définis  aient  le  môme  milieu, 
ce  qui  donne 

A-^  =  I . 

Par  suite  : 

Tous  les  points  cViuie  droite  décrivant  des  blquadratlques  spliê- 
riques,  si  deux  points  m  et  m'  décrivent  des  trajectoires  directe- 
ment ou  Inversement  égales,  Il  en  est  de  même  des  extrémités  de 
tout  segment  de  la  droite,  dont  le  milieu  coïncide  avec  celui  du  seg- 
ment mm' . 

IV. 

9.  Il  nous  est  facile  maintenant  d'étudier  les  particularités  que  peut 
présenter  le  déplacement  d'une  droite  dont  tous  les  points  décrivent 
des  biquadratiques  sphériques. 

Supposons  d'abord 

A-^i. 

On  sait  que,  dans  ce  cas,  k  désignant  le  rapport  de  similitude  de 
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deux  figures  semblables  (a)  cl  (a),  on  peut  délerniiner  un  axe  col  tel 
que,  par  une  rotation  d'un  angle  o  autour  de  cet  axe,  la  figure  (a) 
vienne  en  coïncidence  avec  une  figui'c  homothétique  à  la  figure  (a') 
par  rapport  au  centre  co.  En  désignant  par  ^,  y^,  'Ç  les  coordonnées  du 
point  a,  on  a  alors  visiblement 

aa'-  =  (i  +  A-—  ■2kcoso)(l'--+-r^^)  +  (i  —  k)-t-, 

ce  qui  montre  que,  pour  que  les  points  a  et  a'  se  trouvent  à  une  distance 
donnée,  le  point  a  doit  appartenir  à  un  certain  ellipsoïde  de  révolution. 
De  ce  qui  précède  résulte  immédiatement  cjue,  si  le  point  a  décrit 
sur  cet  ellipsoïde  une  trajectoire  sphérique  (a),  tous  les  points  de  la 
droite  aa  décrivent  aussi  des  trajectoires  sphériques  :  la  courbe  (a), 
commune  à  une  sphère  et  à  une  quadrique  de  révolution,  se  projette, 
comme  on  sait,  suivant  une  parabole,  sur  le  plan  déterminé  par  l'axe 
de  révolution  w^  et  par  le  centre  de  la  sphère;  cette  trajectoire  est 
donc,  d'après  une  dénomination  de  M.  Darboux.  une  cartésienne 
sphérique.  Par  suite  : 

Les  trajectoires  de  tous  les  points  de  la  droite  D  sont  des  carté- 
siennes sphériques. 

10.  Toutes  les  quadriques  qui  passent  par  la  courbe  (a)  ayant  un 
cône  asymptote  de  la  forme 

l-  +  -(Y^\'Ç-=  o 

sont  de  révolution  :  à  chacun  des  ellipsoïdes  correspond  une  infinité  de 
courbes  (a')  fournies  par  les  valeurs  de  k  et  de  o  satisfaisant  à  la  rela- 
tion 

A(i  +  A-  —  2A-  coss  )  =  (r  —  A)-. 

En  particulier,  pour  X=:  i,  on  peut  prendre  A  infini,  ç.  étant  alors 
indéterminé.  Le  point  a  est  alors  le  point  central  de  l'involution  i^ni, 
m')  sur  la  droite  D.  Le  point  co  devient  le  centre  de  la  sphère  qui  passe 
parla  trajectoire  (o),  et  la  droite  D  est  parallèle  à  la  position  qno  vient 
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occuper  le  rayon  coa,  si  on  le  fail  tourner  d'un  certain  angle  9  autour 
de  cû'C. 

Le  déplacement  de  la  droite  D  peut  donc  être  défini  de  la  manière 
suivante  : 

Soit  (a)  une  cartésienne,  située  sur  une  sphère  de  centre  w  et 
soit  P  le  plan  mené  par  co  normalement  à  la  direction  commune  des 
axes  de  révolution  des  quadriques  qui  passent  par  (a).  Soit  a  la  pro- 
jection du  point  a  sur  le  plan  P,  enfin  h  un  point  de  ce  plan  tel  que 
les  segments  aO  et  ab  soient  égaux  et  fassent  entre  eux  un  angle 
constant  ç.  Tous  les  points  de  la  droite  ab,  dont  la  grandeur  est 
invariable,  décrivent  des  cartésiennes,  quand  le  point  a  décrit  (a). 

On  voit  que  le  point  b  décrit  une  cartésienne  plane. 

1 1 .  On  peut  toujours  choisir  les  axes  de  coordonnées,  de  sorte  que 
la  courbe  (a)  ait  pour  équations 

La  cubique  gauche  T,  lieu  des  centres  des  sphères  sur  lesquelles  se 
déplacent  les  points  de  la  droite  mobile,  se  trouve  alors  représentée 
par  les  équations 

)._  Ap([— coso)(i  H-pcoso)  _  Ap-sinip(i  — coso)        .^  _  B(i  — costsjp 

H-  2p  COS'i  -h  p2  '  *  I  +  2p  COStp  4-  p-     '         •  J  -)-  p 

On  en  déduit  que  : 

Le  point  b  est,  en  général,  le  seul  point  réel  de  la  droite  mobile 
dont  la  trajectoire  soit  plane. 

La  cubique  F  n'a,  en  général,  qu'une  asymptote  réelle,  normale 
au  plan  P;  les  directions  isotropes  de  ce  plan  sont  les  deux  autres 
directions  asymptotiques. 

Par  suite  : 

La  cubique  V  se  projette  sur  le  plan  P  suivant  une  circonférence. 
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12.  Ce  déplacement  est  le  déplacement  le  plus  général  de  la  droite  D, 
tant  que  le  point  central  de  rinvolution  (/??,  m')  est  à  distance  finie.  Tl 
présente  des  cas  particuliers  intéressants. 

Supposons  d'abord  que  le  plan  P  soit  un  plan  de  symétrie  de  la  car- 
tésienne («)  :  elle  se  projette  alors  sur  ce  plan  suivant  un  cercle  double  ; 
il  en  est  de  même  alors  de  toutes  les  trajectoires  (m);  la  trajectoire  (6) 
se  réduit  également  à  un  cercle  double.  De  plus,  Taxe  de  ce  cercle  (6) 
faisant  évidemment  partie  du  lieu  des  centres,  la  cubique  F  se  décom- 
pose en  cette  droite  et  en  un  cercle  du  plan  P. 

15.  Supposons  maintenant  langle  5  égal  à  -  :  il  est  bien  évident 
que  le  point  c,  symétrique  de  h  par  rapport  à  a,  reste  alors  sur  l'axe  cou; 
il  en  résulte  que  la  droite  à  l'infini  du  plan  P  fait  alors  partie  de  la 
cubique  F,  et  le  lieu  des  centres  se  réduit  à  tuie  byperbole  équilalère 
dont  lù'Ç  est  une  direction  asymptotique. 

Si  l'on  suppose  les  points  de  la  droite  D  reliés  par  des  tiges  rigides 
aux  points  correspondants  de  l'hyperbole  équilatère  précédente,  il  est 
facile  de  voir  que  le  système  articulé  ainsi  constitué  est  susceptible  de 
deux  moiuemenls  algébriques  distincts  :  dans  le  premier,  le  point  ç 
restant  sur  l'axe  w^,  le  point  h  décrit  une  cartésienne  plane  dans  le 
plan  covT,,  et,  dans  le  second  déplacement  du  système,  c'est  le  point  b 
qui  reste  sur  la  droite  wJI,  tandis  que  le  point  c  décrit  une  cartésienne 
plane  dans  le  plan  coyjL  On  peut  dire  que,  pour  chacun  de  ces  deux 
déplacements,  le  lieu  des  centres  est  une  cubicjue  gauche,  constituée 
par  l'hvperbole  équilatère  et  par  la  droite  à  Finlini  normale  à  la  droite 
décrite. 

Enfin,  si,  l'angle  çp  étant  égal  à  -,  le  plan  P  est  un  plan  de  symétrie 
de  (a),  le  point  b  décrit  un  cercle  et  le  point  c  reste  sur  une  droite 
normale  au  plan  de  ce  cercle.  Les  centres  des  sphères  passant  par  les 
trajectoires  sont  alors  en  ligne  droite,  et  ce  cas  particulier  peut  se 
déduire  du  second  théorème  rappelé  au  n"  l. 

14.  Le  déplacement  de  la  droite  D  ne  peut  être  engendré  par  le 
mode  indiqué  au  n°  10,  que  si  A-^  est  différent  de  i.  Supposons  donc 
d'abord 

A-  =  -  I . 
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Les  propriétés  du  n°  9  s'appliquent  à  ce  cas  et  se  réduisent  aux  sui- 
vantes : 

Soit,  dans  un  sphéroïde,  aa!  une  corde  ayant  pour  longueui- 
celle  de  l'axe  de  révolution,  et  dont  les  deux  extrémités  se  trouvent 
sur  deux  parallèles  égaux  :  si  le  point  a  décrit  sur  l'ellipsoïde  une 
trajectoire  sphérique,  il  en  est  de  même  de  tous  les  points  de  la 
droite  aa' . 

On  voit  que  le  milieu  bàn  segment  aa' décrit  une  cartésienne  plane. 
On  peut  toujours  choisir  les  axes  de  coordonnées  de  sorte  que  la 
courbe  (a)  ait  pour  équations 

(i^  +  TfU0S-W4-'C2=  I,  V+  2A?+   2B"C4-C  =  0. 

La  cubique  gauche  F,  lieu  des  centres  des  sphères  sur  lesquelles  se 
déplacent  les  points  de  la  droite  mobile,  est  alors  représentée  par  les 
équations 

y        A  (ang*w(p  +  tang^co)  Atang'to(i  —  p)  y        B  lang-to 


On  en  tire  des  conclusions  analogues  à  celles  du  n°  1 1 .  La  cubique  F 
n'a  qu'une  asymptote  réelle  et  est  située  sur  un  cylindre  de  révolution. 
Elle  peut  se  décomposer  en  un  cercle  et  une  droite,  si  la  trajectoire  (a) 
est  symétrique  par  rapport  au  plan  équateur  du  sphéroïde  considéré. 

15.   Il  ne  nous  reste  plus  enfin  à  examiner  que  le  cas  où 
A-  =  I . 

Or,  on  sait  qu'on  peut  amener  une  ligure  (a)  en  coïncidence  avec 
une  figure  directement  égale  (a')  par  une  rotation  autour  d'un  cer- 
tain axe  cui^,  suivie  d'une  translation  parallèle  à  cet  axe.  Le  lieu  des 
points  a,  tels  que  la  droite  aa'  ait  une  longueur  donnée,  est  alors  un 
cylindre  de  révolution  autour  de  wX,.  Si  le  point  a  décrit  sur  ce  cy- 
lindre une  ligne  sphérique,  il  en  sera  de  même  de  tous  les  points  de  la 
droite  ad . 

Il  est  évident  que,  dans  ce  cas,  tous  les  points  de  la  ligure  (a)  sup- 
posée entraînée  par  le  déplacement  de  la  droite  aa' ,  Taxe  co>^  tournant 


l36      E.  DUPORCQ.  SUR  LÉ  DEPLACEMENT  D  UNE  DROITE. 

et  glissant  sur  lui-même,  décrivent  des  trajectoires  sphériqucs.  Donc  : 

Si  une  figure  se  déplace  de  sorte  quune  certaine  droite  de  celte 
figure  tourne  et  glisse  sur  elle-même,  il  suj/il  qu'un  point  de  la 
figure  décrire  une  trajectoire  sphcrique,  pour  qu'il  en  soit  de 
même  de  tous  ses  points. 

Nous  retrouvons  ainsi  un  théorème  déjà  découvert  par  M.  Raoul 
Bricard  ('). 

Il  est  facile  de  voir  que,  si  la  droite  mobile  est  normale  à  Taxe  col, 
les  centres  des  sphères  sur  lesquelles  se  déplacent  ses  points  sont  situés 
aussi  sur  une  droite  normale  à  cet  axe,  et  le  produit  des  distances  à 
cet  axe  d'un  point  et  du  centre  correspondant  est  constant.  Il  en  ré- 
sulte que  si  l'on  considère  une  figure  plane  dont  le  plan  est  normal 
à  l'axe  Oit,  les  points  de  cette  figure  se  déplaceront  sur  des  sphères 
dont  les  centres  auront  pour  lieu  une  figure  superposable  à  une  trans- 
formée par  inversion  de  la  première,  et  Ton  en  déduit  le  théorème 
suivant (")  : 

Etant  données  dans  un  même  plan  deux  courbes  (m)  et  (m') 
dont  l'une  s'obtient  en  faisant  tourner  autour  d'un  point  w  une 
figure  inverse  de  l'autre  par  rapport  à  ce  point,  si  l'on  joint  par 
des  tiges  rigides  articulées  aux  deux  courbes  les  points  homologues 
m  et  m',  on  obtient  un  système  articulé  déformable,  dans  lequel 
les  plans  des  courbes  (m)  et  (/«')  restent  constamment  parallèles. 

Si  l'on  suppose  fixe  la  courbe  (m'),  un  des  points  du  plan  de  la 
courbe  (m)  décrit  la  normale  en  co  au  plan  de  (m'). 

On  peut  voir  que  le  déplacement  que  nous  venons  d'étudier  est  le 
déplacement  le  plus  général  dune  figure  dont  tous  les  points  décrivent 
des  trajectoires  sphériques,  de  sorte  que  les  centres  correspondant  au\ 
points  d'une  droite  soient  les  points  d'une  cubique  gauche. 

(')  R.  Bricard,  Sur  un  déplacement  remarquable  {Comptes  rendus  des 
séances  de  l'Académie  des  Sciences,  séance  du  3o  novembre  1896). 

(')  Ce  tliéorème  a  été  généralisé  par  M.  R.  Bricard  :  Sur  le  déplacement 
d'un  plan  dont  les  points  décrivent  des  lignes  sphériques  (loc.  cit.,  séance 
du  i3  décembre  1897  ). 
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Les  fotictions  fiiclisiciines   et   Vvquation    A//  =  r"; 
Par  m.   h.   POINCARÉ. 


I.  —  Introduction. 

Considérons  une  équation  difTérenlielle  linéaire  de  la  forme  sui- 
vante 

où  9(a-,.>')  est  une  fonction  rationnelle  de  deux  variables  x  et/  liées 
par  une  relation  algébrique 

'■-^)  ./■(■^,>-)  =  o. 

L'équation  (i)  admettra  un  certain  nombre  de  points  singuliers  qui 
seront  les  infinis  de  la  fonction  rationnelle  9;  pour  chacun  de  ces 
points  singuliers  on  pourra  former  Féquation  déterminante. 

Pour  que  x  puisse  être  une  fonction  fuchsienne  du  rapport  des  inté- 
grales, il  faut  d'abord  que  la  différence  des  racines  de  chaque  équation 
déterminante  soit  l'inverse  d'im  nombre  entier.  Mais  cette  condition 
n'est  pas  suffisante. 

Nous  dirons  que  deux  écjualions  de  la  forme  (1)  appartiennent  au 
même  type  : 

I"  Si  la  relation  (2)  est  la  même  pour  ces  deux  équations; 

2"  Si  les  infinis  de  la  fonction  cp  sont  les  mêmes; 
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3"  Si,  pour  chacun  de  ces  infinis,  les  équations  déterminantes  sont 
les  mêmes. 

La  question  suivante  se  pose  alors. 

Dans  un  type  quelconque  (pourvu  que  la  différence  des  racines  de 
chaque  équation  déterminante  soit  l'inverse  d'un  entier),  y  a-t-il  tou- 
jours une  équation  fuehsienne,  c'esl-à-dire  telle  que  x  soit  fonction 
fuchsienne  du  rapport  des  intégrales? 

Celte  question  est  d'une  importance  capitale  dans  la  théorie  des 
fonctions  fuchsiennes  ;  mais  elle  est  extrêmement  difficile;  on  voit 
assez  aisément  que,  dans  un  type  cjuelconque,  il  ne  peut  y  avoir  plus 
d'une  écjuation  fuclisienne;  mais  il  est  plus  difficile  d'établir  qu'il  y  en 
a  toujours  une. 

La  première  démonstration  qui  ait  été  donnée  est  fondée  sur  ce 
qu'on  appelle  la  mélhode  de  conliiiuité.  Nous  y  avons  été  conduits, 
M.  Klein  et  moi,  d'une  façon  indépendante.  Dans  mon  Mémoire  sur 
les  groupes  des  équations  linéaires,  inséré  dans  le  Tome  111  des  Acta 
matheniatica,]&\  insisté  sur  les  ressemblances  et  les  différences  des 
résultats  de  M.  Klein  et  des  miens  et  j'ai  donné  en  même  temps  un 
exposé  complet  de  la  mélhode;  je  n'ai  plus  à  y  revenir.  Je  crois  être 
arrivé  à  donner  à  celle  mélhode  une  forme  parfaitement  rigoureuse, 
mais  elle  n'en  reste  pas  moins  extrêmement  compliquée  et  a  un  carac- 
tère indirect. 

Peu  de  temps  après,  la  Société  royale  des  Sciences  de  Gôttingen 
attira  l'altention  des  géomètres  sur  une  autre  manière  d'aborder  la 
question,  en  proposant  comme  sujet  de  concours  Tinlégralion  de 
l'équation 

A«  =  e". 

L'intégration  de  celle  étjuation  conduirait  en  effet  directement  à  la 
solution  du  problème  qui  nous  occupe. 

La  cjuestion  posée  par  la  Société  de  Gôttingen  fut  résolue  par  M.  Pi- 
card dans  un  Mémoire  inséré  au  Journal  de  Jordan  (1890)  et  com- 
plété par  une  Note  des  (Comptes  rendus  (Tome  CXVl). 

La  solution  proposée  par  M.  Picard  consiste  à  intégrer  d'abord 
l'équation  dans  un  contour  assez  petit  et  à  étendre  ensuite  le  résultai 
à  un  contour  (pielconcjue  pai'  la  méthode  alternée  de  M.  Sch\varz. 
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On  peut  revenir  sur  la  question  et  cherchera  se  passer  de  ce  détour, 
("/est  ce  que  je  me  propose  de  faire  ici. 

Je  me  bornerai  dans  ce  Mémoire  aux  fonctions  fuchsienncs  des  pre- 
mière, deuxième  et  sixième  familles,  c'est-à-dire  à  celles  qui  n'existent 
qu'à  l'intérieur  du  cercle  fondamental.  Le  polygone  R„  qui  engendre 
la  fonction  fuchsienne  est  alors  tout  entier  à  l'intérieur  de  ce  cercle;  il 
a  un  certain  nombre  de  sommets  se  répartissant  en  un  certain  nombre 
de  cycles. 

Mais  parmi  ces  cycles  nous  distinguerons  : 

1°  Ceux  de  la  première  espèce  où  la  somme  des  angles  est  égale  à 

2°  Ceux  de  la  seconde  espèce  où  la  somme  des  angles  est  égale  à 
—  )  n  étant  un  entier  plus  grand  que  i; 

:3"  Ceux  de  la  troisième  espèce  dont  tous  les  angles  sont  nuls. 

Nous  ferons  une  étude  particulière  des  fonctions  fuchsienne.'i  de  la 
première  espèce,  où  tous  les  cycles  des  sommets  sont  de  la  première 
espèce;  nous  étendrons  ensuite  nos  résultats  aux  autres  fonctions 
fuchsienncs. 

II.         La  fonction  //. 

Nous  emploierons  les  notations  suivantes  : 

Soient  Z  et  Z'  deux  variables  complexes  liées  par  une  relation  algé- 
brique 

(2)  /(Z,  Z')  =  o, 

correspondant  à  la  relation  (2)  du  paragraphe  précédent.  Soit 

Z  =  X+fY,         Z'  =  X  +  /Y'. 
(Considérons  ensuite  les  quantités 

Z„  =  X-/Y,         Z;  =  X'-iY' 
imaginaires  conjuguées  de  Z  et  Z'.   Elles  seront  évidemment  liées  par 
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une  relation 

(y.bis)  /„(Zo,Z')  =  o 

où  /"„  est  un  polynôme  dont  les  coefficients  sont  imaginaires  conjuirués 
de  ceux  de/". 

Supposons  maintenant  que  Z  et  Z'  soient  des  fonctions  fuclisiennes 

Z  =  o{z),         Z'  =  o\z) 

de  la  vai'iable  complexe 

z  =x  +  iy. 

Alors  Z„  et  Zj,  seront  des  fonctions  fuclisiennes 

z„  =  o„(r„),      z;  =  o;(-„) 

de  la  variable  conjuguée 

^0  =  ■^-  -  iy- 

Le  cercle  fondamental  aura  pour  équation 
ou  bien 


Cela  posé,  supposons  que  la  varialjle  Z  décrive  dans  son  plan  un  arc 
infiniment  petit  f/S,  et  que  la  variable  z  décrive  dans  le  siei!  lare  inti- 
mcnl  petit  correspondant.  Soit  ds  la  longueur  de  cet  arc  décrit  par  :;, 
longueur  évaluée  au  point  de  vue  de  la  géométrie  non  euclidienne, 
c'est-à-dire  ce  que  j'ai  appelé  la  L  de  cet  arc  dans  mes  Mémoires  du 
Tome  I  des  Acla  mathematica.  On  aura 


dS^^dZdZ,;         ds  =  ^^^^ 


Soit 


(-'  7^ +  5) 


une  subslilulJou  du  gion|)('  fuclisien.  (^uand  la  variable  r  décrira  lare 
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considéré  donl  la  L  osl  d.s.  la  variajjle  ^^^ ^^  décrira  un  arc  doul  la  I, 

sera  encore  ds-^  et  la  variable 


qui  sera  encore  égale  à  Z  décrira  un  arc  donl  la  longueur  sera  encore  c/S. 
Le  rapport 

d's 

n'esL  donc  pas  altéré  par  les  substitutions  du  groupe  fuclisien;  c'est 
donc  une  fonction  uniforme  de  Z,  Z',  Z„,  7J^. 
Posons  alors 

^u_ds-   _   dz   d:„  , 

^'  ^7fs'  ~  dZdz:^^  ~  ^^"^  '' 

d'où 

7/  =  —  log  —  -  log  ^  -  2log(  I  -  r  =  „  ) . 

Si  l'on  observe  que  Z  est  fonction  seulenicnl  de  r  cl  Z„  de  r„,  on 
trouvera 

d-  Il     _         ^    dz    (/;„  <:/-log(i  —  ;c„)  _        dz    dz„   , 

dîdZ,  ~~  '^dZ  7111         7h7l'=<i        ~  ~  7a  TJtJ-^'^  ^~'")  "'' 

ou  en  lin 

d-  u  „ 

7/Z7ÏZ,  ~  -''  • 

Si  Ton  passe  des  variables  Z  el  Z„  aux  variables  \  ei  "^  ,  ou  iioiive 

.      d-  Il         d^  a  ^     d-  H 

"  '^  TIW'  ^  Tm  ^  '  TlzTIz, 
ou  bien 

(3)  Att  =  i\('". 

Pour  que  la  fonclion  ;/  cesse  d'être  finie  il  laul  (pie  Tuu  des  fadeurs 

</z       dz„ 

7ir  tœ:   '  -  --'" 

soit  nul  ou  inlini. 
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Le  facteur  i  —  zz„  ne  peut  jamais  être  infini;  si  la  fonction  tucli- 
sienne  est  de  la  première  famille,  c'est-à-dire  si  le  polygone  K,,  n"a  pas 
de  cycle  de  la  troisième  espèce,  le  facteur  i  —  zzg  ne  peut  pas  non  jilus 
de%'enir  nul,  parce  que  le  polygone  R^  n"a  aucun  point  sur  la  circonfé- 
rence du  cercle  fondamental. 

Si,  au  contraire,  le  polygone  R„  a  des  cycles  de  sommets  de  la 
troisième  espèce,  le  facteur  i  —  r;„  ne  peut  devenir  nul  qu'eu  un 
sommet  appartenant  à  l'un  de  ces  cycles. 

En  deliors  des  sommets  appartenant  aux  cycles  de  la  troisième 
espèce,  la  fonction  u  ne  peut  donc  cesser  d'être  finie  que  si  l'un  des 
facteiu's 

dL  '     rfZ„ 

est  nul  ou  infini.  Comme  ces  deux  facteurs  sont  imaginaires  conju- 
gués, ils  deviendront  nuls  et  infinis  en  même  temps. 

La  condition  pour  que  ii  cesse  d'être  fini,  c'est  donc  que 

dZ  tTL 

-^-  ^  O  ou  -;-    =  3C. 

az  az 

On  aura  -r-  ^  o  dans  deux  cas  : 
cfz 

i"  Aux  sommets  de  Ro  qui  appartiennent  à  un  cycle  de  deuxième 

ou  de  troisième  espèce;  nous  y  reviendrons. 

2"  Si  l'on  a  à  la  fois 

/(Z,Z')  =  o,  §,=o, 

c'est-à-dire  si  la  tangente  à  la  courbe  /(Z,  Z')  =  o  est  parallèle  à  l'axe 
des  Z'. 

Si  le  point  correspondant  n'est  pas  un  point  double  de  la  courbe 
/■=  G,  on  aura 

df 

mais  on  n'aura  pas 

df 
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ni,  par  conséquent, 


Si,  alors,  on  pose 
et 


t/S'  =  v'f/z'rfz; 


ds'- 


c  est-à-dire  si  //'  est  la  fonction  qui  joue,  par  rapport  à  Z',  le  niênn- 
rôle  que  u  par  rapport  à  Z,  cette  nouvelle  fonction  i/'  ne  deviendra 
pas  infinie  au  point  correspondant. 

Supposons  maintenant  cjue  le  point  considéré  soit  un  point  double 
dey^  o;  on  aura  alors  à  la  fois 

dZ       d'L' 
.77  =  777  =-  "• 
Mais  posons 

Z":^H(Z,Z';, 

R  étant  une  fonction  rationnelle  de  Z  et  de  Z';  nous  pourrons  choisir 
cette  fonction  R  de  telle  façon  que  Z"  prenne  des  valeurs  différentes 
au  point  double  sur  les  deux  branches  de  courbe  qui  s'y  croisent. 
Dans  ces  conditions,  on  n'aura  pas 

d'L' 


et,  par  conséquent,  si  u"  est  la  fonction  qui  joue  par  rapport  à  Z'  le 
même  rôle  que  u  par  rapport  à  Z',  u"  ne  deviendra  pas  infinie  au 
point  correspondant. 

On  peut  d'ailleurs  toujours  su^iposer  que  la  courbe /=  o  ne  pré- 
sente d'autre  singularité  cjue  des  points  doubles  ordinaires.  Si.  au 
contraire,  le  point  :;  était  un  sommet  de  Ro,  appartenant  à  un  cvcle 
de  deuxième  ou  de  troisième  espèce,  toutes  les  dérivées 

f/Z       d7J       dl." 
Ttl  '     ,/s  '     177 
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seraient  nulles  à  la  fois  et  toutes  les  fonctions 


U.       Il  ,       u 


fïL 


deviendraient  infinies  à  la  fois. 
3"  On  aura 

quand  on  aura 

Z   =  30. 

Mais  si  l'on  pose 

Z'=i, 
z 

et  si  //"  est  la  fonction  qui  joue  par  rapport  à  Z"  le  même  rôle  que  a 
par  rapport  à  Z,  on  aura 


Z"=o, 


et,  par  conséquent,  on  n'aura  ni 


dL" 


En  résumé,  .si  la  fonction  fiichsicnne  est  do.  première  espèce, 
c'est-à-dire  s'il  n'y  a  pas  de  cycles  de  deuxième  et  troisième  espèces, 
les  fonctions 

//.       Il  ,       u" , 

ne  pensent  devenir  infinies  à  la  fois. 

Dans  le  cas  général,  ces  fonctions  ne  [lourronl  devenii'  infinies  à  la 
fois  qu'aux  difîérenls  sommets  des  divers  cycles  de  deuxième  el  de 
troisième  espèces. 

Kvaminons  maintenant  ce  ipii  arrive  eu  un  sommet  diin  cvi'le  de 
deuxième  espèce. 

Si  la  somme  des  angles  du  cycle  est  —  el  si  a  est  un  sommet  de 
deuxième   espèce   el  A   la  valeui-   eorres[ionilanle    de    3.    la    f«^)iicti()ri 
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fuchsienne 

Z-A  =  o(--)-A 

sera  dcveloppable  suivant  les  puissances  de  z  —  a,  et  le  développe- 
ment commencera  par  un  terme  en  (s  —  a)".  Le  développement  de 

-7^  commencera  donc  par  un  terme  en  (::  —  a)"~'  ;  il  vient  donc 


log(Z- A)  =  nlo'^(z  -  a)-hq, 

-\cr 


log;7r  =  ("-  ')'og(-  -«)+Q', 


Q  et  Q'  restant  finis  pour  -  =  a,  et,  par  conséquent, 

logg  =  ^log(Z„-A„)+Q:, 

et  enfin 

«^  — loi^r  \  L  —  AI  -\-  n, 

Il  c»   I  12' 

Q",  Q^  et  q  restant  finis  pour  z  =  a.  J'ajoute  que  q  est  développable 
suivant  les  puissances  de  Z  —  A,  Zo  —  Ao,  v(Z  —  A)(Z|j  —  A„). 

Passons  aux  sommets  d'un  cycle  de  troisième  espèce;  on  aura  alors 
dans  le  voisinage  de  ce  cycle 

b  étant  une  constante  et  ]/  une   fonction  développable  suivant  les 
puissances  de  Z  —  A.  On  tire  de  là 

S=-(--«)^'['^'(Z)  +  z^]' 
d'où 

log^  =log(Z- A)-2lo8(3-rt)  +  Q, 

Q  désignant  une  quantité  cpii  reste  finie  pour  z  ^  a. 
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On  aurait,  de  môme, 

('-0 

Q„  restant  fini  pour  ;  =  a;  comme  le  sommet  a  est  sur  le  cercle  fon- 
damental, on  a  aa^-=  i  et,  par  conséquent, 

«  =  —  2  loe-  Z  —  A  N-  2  loo-  !-- — -h  y, 

q  restant  fini  pour  ;  =  a. 

Observons  maintenant  que  Ton  a  idenliquemenl 


-1-  I 


(s  — rt)(-o— «o)  -  — «  - 

=  «61og(Z  -  A)-f-Oo'^olog(Z„-  A„)-i-(/  , 

q'  restant  fini  pour  z  ^  a. 

Mais  il  est  aisé  de  vérifier  que  le  produit  ah  ào\l  être  réel,  de  sorte 
f[ue 

ah  =  o„  /'o 
et 

— -Jrz^l^ — ^  =  ^ah  log  I  Z  -  A  ]  4-  y'  =  lo-  |  Z  -  A  |  ,"i' , 

q'  restant  fini  pour  -  =  a. 
Nous  trouvons  donc  enfin 

»  =  —  2  log  j  Z  —  A  I  —  2  log  log  1 Z  —  A  I  —  2  y"  +  y. 

IMns  précisément,  nous  aurons 

i/  =  —  2  log  I  Z  —  A  I  —  2  log  (log .  z  —  A  I  -+-  '1  )  -I-  o, 

'ji  et  s  étant  holomoi[)lu's  en  Z  —  A  el  Z,,  —  A„. 

Ainsi  donc  : 

i"  Dans  le  voisinage  d'un  sommiM  ili'  la  ilcuxlrim'  i's[ir(c',  la  dlllV'- 
rcnce 

„-H^^^^^^log;Z- A| 
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reste  finie,  ou  plus  exactement,  toutes  les  différences 

ii-h  -^  ^'  ~  ^  log  I  Z  —  AL         ;/'+  — *-^^  loi' I  Z' —  A' I, 
M  H lo"-  Z   —  A 

,;  C    I  I 

ne  peuvent  pas  devenir  infinies  à  la  fois. 

2"  Dans  le  voisinage  d'un  sommet  de  la  troisième  espèce,  toutes 
les  différences 

u-h  2.  log  I  Z  —  A  I  -+-  2  log  log  I  Z  —  A  |, 
u'  -H  2  log  I  Z'  —  A'  I  -)-  2  log  log  I  Z'  —  A'  |, 

u"-\-  2  log|Z"—  A"j  +  2  log  log  |Z"—  A"|,     ... 

ne  peuvent  pas  devenir  infinies  à  la  fois. 

Il  importe  de  se  rendre  compte  de  la  raison  de  cette  différence  entre 
les  sommets  de  la  deuxième  et  de  la  troisième  espèce. 

Soit  p^  :=  X- -\- y'^ ,  et  supposons,  pour  simplifier,  que  u  soit  fonc- 
tion de  p  seulement;  l'équation 


Au  =  Sc" 

peut  alors  s'écrire 

('•) 

d-  a         I  du 

dp-         p  dp 

Supposons  que  l'on  veuille  intégrer  par  approximations  successives 
de  la  façon  suivante  ;  nous  prendrons 


d?' 

1  d„„ 

P   dp           ' 

d-  iii 

dp^ 

I   du ,         ,-,    „ 

d-'  u, 
df- 

P   dp           ^ 

."•), 

d'u, 
dp'- 

4_i^  =  8(c."— - 

P    dp             ^ 

_,..-,) 

a  = 

«0+  U,  -^  U^-h 
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Bornons-nous  aux  deux  premières  approximations;  nous  aurons, 
par  exemple, 

ii„=  p\ogp,  e"»=p/', 

"'   ~    (/^"  +  27' 

L'expression  de  u,  devient  illusoire  pour  p  =^  —  2,  et  Ton  peut  en 
conclure  que  l'équation  (4)  ne  peut  avoir  d'intégrale  de  la  forme 

1/^  —  2  logp  -I-  r, 
i'  restant  fini  pour  p  =  o\  elle  en  a  une,  au  contraire,  de  la  forme 

Il  =  plogp  ■+-  i- 
si  p  n'est  pas  égal  à  —  2. 

Kn  revanche,  l'équation  (/\)  admet  pour  intégrale 

w  =  —  -2  logo  —  2loglogp  —  log/|. 

Je  me  contenterai  de  cet  aperçu  cjui  suffit  pour  faire  comprendre  la 
dilférence  entre  le  cas  des  sommets  de  la  deuxième  espèce  qui  corres- 
pond à  p  différent  de  —  2,  et  celui  des  sommets  de  la  troisième  espèce 
«pii  correspond  îi  p  =  —  2. 

La  variable  z  est  le  rapport  des  intégrales  d'une  certaine  é(|uali()n 
fnchsieniie 

(')  ^  =  ?(^,Z')r 

qui  correspond  à  l'équation  (i)  du  paragraphe  précédent. 
Si  le  «  type  »  de  cette  écpiation  est  donné,  on  connaîtra  : 
1°  La  relation  algébrique 

/(Z,Z')=-o; 

•2°  Les  valeurs  A  de  Z  cpii  correspondent  aux  (li\ers  cncIcs  de 
sommets,  soit  de  la  seconde,  soit  de  la  troisième  espèce; 

3"  Le  nombre  entier  //  relatif  à  chacun  des  sommets  de  la  secoiidr 
espèce. 
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III.  —  Surfaces  de  Klein. 

M.  Klein  a  imaginé  un  mode  de  représentation  des  fonctions  algé- 
briques dont  l'emploi  peut  nous  être  utile. 

Considérons  une  courbe  algébrique  définie  par  l'équation 

(2)  /(Z,Z')  =  o. 

On  peut  construire  une  surface  fermée,  et  de  telle  façon  qu'à  tout 
point  réel  ou  imaginaire  de  la  courbe  (2)  corresponde  un  point  réel 
de  la  surface  et  un  seul.  Cependant,  à  un  point  double  de  la  courbe  (2) 
correspondront  deux  points  réels  de  la  surface,  appartenant  respecti- 
vement aux  deux  brandies  de  courbe  rjui  se  coupent  au  point  double. 

Nous  supposerons,  d'ailleurs,  que  les  coordonnées  dn  point  de  la 
surface  sont  des  fonctions  continues  des  coordonnées  du  point  cor- 
respondant de  la  courbe,  et  même  que  ces  fonctions  continues  oui  des 
dérivées  de  tous  les  ordres. 

Les  surfaces  de  Riemann  ne  sont  cpie  des  cas  particuliers  des  sur- 
faces de  Klein;  une  surface  de  Klein  se  réduit  à  une  surface  de  Rie- 
mann cjuand  elle  est  infiniment  aplatie  et  réduite  à  un  certain  nombre 
de  feuillets  applicjués  sur  un  plan. 

Mais  nous  devons  faire  une  distinction  et  séparer  les  surfaces  de 
Klein  isotropes  des  surfaces  de  Klein  anisolropes. 

Une  surface  de  Klein  sera  dite  isotrope  si  le  mode  de  correspon- 
dance entre  les  points  de  la  courbe  et  ceux  de  cette  surface  est  telle 
que  la  représentation  du  plan  des  Z  sur  la  surface  de  Klein  soit  une 
représentation  conforme.  Aux  différents  points  du  plan  des  Z  corres- 
pondent différents  points  de  la  courbe  (2)  et,  par  conséquent,  diffé- 
rents points  de  la  surface  de  Klein;  cette  correspondance  définit  une 
transformation  d'une  région  du  plan  des  Z  dans  une  région  de  la  sur- 
face de  Klein;  pour  que  la  surface  de  Klein  soit  isotrope,  il  faut  que 
cette  transformation  conserve  les  angles. 

Nous  pourrii)ns  ne  nous  servir  que  des  surfaces  isotropes;  les  tra- 
vaux de  MM.  Schwarz  et  Klein  permettent,  en  effet,  d'affirmer  rpie 
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les  différents  points  d'une  courbe  algébrique  quelconque  peuvent  tou- 
jours être  représentés  sur  une  surface  de  Klein  isotrope. 

Mais  il  est  préférable  de  ne  pas  s'imposer  cette  restriction,  ce  qui  ne 
compliquera  pas  beaucoup  notre  analyse  ;  et,  en  effet,  on  sera  dispensé 
de  s'appuyer  sur  le  tbéoréme  que  je  viens  de  citer  et  dont  la  démon- 
stration est  assez  longue. 

Au  contraire,  on  peut  pour  ainsi  dire  regarder  comme  évident  que, 
si  l'on  se  donne  une  courbe  (2)  quelconque  de  genre  p  et  une  surface 
fermée  quelconcjue  ap  -+-  i  fois  connexe,  on  peut  faire  correspondre 
d'une  façon  univoque  les  points  de  la  courbe  à  ceux  de  la  surface. 

Ainsi  l'on  pourra  faire  correspondre  d'une  façon  univoque  les  points 
réels  d'une  sphère  et  les  points  imaginaires  d'une  courbe  unicursalc 
quelconcjue;  ou  bien  les  points  réels  d'un  tore  et  les  points  imaginaires 
d'une  courbe  de  genre  i  quelconque. 

Précisons  la  nature  de  la  correspondance. 

Nous  pouvons,  sans  restreindre  la  généralité,  supposer  que  la 
courbe  (2)  n'a  d'autre  singularité  que  des  points  doul)les  ordinaires  et 
qu'elle  se  comporte  régulièrement  à  l'infini,  c'est-à-dire  que  ses  direc- 
tions asymptotiques  sont  toutes  distinctes  et  non  parallèles  aux  axes. 

Cela  posé,  soit  M  un  point  de  coordonnées  courantes  sur  la  surface, 
correspondant  au  point  Z,  Z'  de  la  courbe  ;  soit  P  un  point  de  la  surface 
de  Klein,  correspondant  au  point 

Z  =  A,         Z'  =  A 

de  la  courbe. 

Si  la  distance  INIP  est  très  petite  et  si  au  point 

Z  =  A,         Z'=A' 

on  n'a  pas 

la  distance  INIP  est  du  même  ordre  de  grandeur  que  |  Z  —  A]. 
Si,  au  contraire,  on  a 

mais  si  l'on  n'a  pas 

''if  • 

7/77="' 
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lii  distance  MP  ne  sera  pas  du  même  ordre  de  grandeur  que  j  Z  —  Ai; 
elle  sera,  en  général,  du  même  ordre  de  grandeur  que  le  carré  de 
I  Z  —  A  '  et  en  tout  cas  du  même  ordre  de  grandeur  que  |  Z' —  A'  |. 
Si  l'on  a  à  la  fois 

crz.        dL 

c'est-à-dire  si  le  point  Z  =  A,  Z' —  X'  est  un  point  double  de  la 
courbe  (2),  la  distance  MP  ne  sera  plus  du  même  ordre  de  grandeur 
que  I  Z  —  A  I  ou  que  |  Z'  —  A'  |  ;  mais  nous  pouvons  poser 

Z"=R(Z,Z'), 

R  étant  une  fonction  rationnelle  de  Z  et  Z  dont  le  numérateur  et  le 
dénominateur  s'annulent  au  point  double. 

Si  A"  est  Tune  des  deux  valeurs  que  prend  Z"  au  point  double  et 
celle  précisément  qui  correspond  au  point  P,  la  distance  MP  est  du 
même  ordre  de  grandeur  que  |  Z"  —  A"  |. 

Si  enGn  le  point  P  correspond  à  un  point  à  l'infini  de  la  courbe  (2), 

la  distance  MP  est  du  mèrne  ordre  de  grandeur  que    ^  • 

Considérons  maintenant  une  fonction  u  des  coordonnées  du  point  M  : 
le  point  M  correspond  à  un  point  du  plan  des  Z  dont  les  coordonnées 
sont  X  et  \ ,  parties  réelle  et  imaginaire  de  Z.  Alors  u  est  aussi  une 
fonction  de  X  et  \  . 

Soient  ^/S  un  arc  infiniment  petit  dans  le  plan  des  Z  et  (h  l'arc  cor- 
respondant sur  la  surface  de  Klein  ;  soient  dÇï,  une  aire  infiniment  petite 
dans  le  plan  des  Z  et  cho  l'aire  correspondante  sur  la  surface. 

Par  l'extrémité  Z  de  l'arc  c^S,  je  mène  un  arc  infiniment  petit  ZZ, 
normal  à  f/S  et  dont  la  longueur  sera  c^N. 

Soit  MM,  l'arc  infiniment  petit  de  la  surface  de  Klein  correspon- 
dant à  l'arc  ZZ,  et  aboutissant,  par  conséquent,  à  l'extrémité  M  de 
l'arc  d'y. 

Supposons  d'abord  la  surface  de  Klein  isotrope  ;  alors,  si  j'appelle  du 
la  longueur  de  l'arc  MM,,  l'arc  MM,  sera  normal  à  f/o-  et  l'on  aura 
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Soit  u  la  valeur  de  la  fonction  u  au  point  M,  ou  ce  qui  revient  au 

niènic  point  Z  et 

du   ,  (lu    ,»- 

u  -^  -j-  an  =z  u  -{-  -—-  d\ 
(In  (l\ 

sa  valeur  au  point  M,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  au  point  Z,.  On 

aura 

(lu    ,  du    jc- 

-r  ai  =  — <  «S . 
dn  cA 

Le  théorème  de  Green,  applique  dans  le  plan  des  Z,  nous  donne 
(3)  fluda^f'^dS, 

ou  en  considérant  deux  fonctions  u  et  f, 

(4)       fi,„ia  =/4;<«  -K:^^  ^^^  *)-/Q. 

Les  intégrales  sont  étendues  soit  à  tous  les  éléments  dû,  dune  certaine 
aire  plane,  soit  à  tous  les  éléments  dS  du  contour  qui  limite  cette  aire. 
Les  fonctions  m  et  p  sont  supposées  continues,  ainsi  que  leurs  dérivées 
du  premier  ordre. 
Posons  maintenant 

Da  =  \u  ^ 


r- /  X        /du    dv         du    (h'  \  dii 


et 

E(",0  =  (,/x./X    ■    (/YdYjdo. 
de  telle  sorte  que 

E{i/,n):>o. 
Les  équations  (3)  et  (4)  deviennent  alors 
(3  A/.)  j\)u(k.^j''l;L^di, 

{\lns)  j  V  Du  (ko  =  I  i'^-^^di  —  I  \i(a,\.-)  dio. 


LES     FONCTIONS    FUCHSIENNES    ET    l'ÉQUATION    àu  ^  C" .  I  j3 

Ces  équations  représentent  le  théorème  de  Green  étendu  à  la  surface 
de  Klein;  mais  la  première  est  susceptible  d'une  interprétation  phy- 
sique remarquable.  Supposons  que  u  représente  la  température  d'un 

point  de  la  surface;  alors  —  représentera  la  dérivée  de  celte  tempéra- 
ture estimée  suivant  la  normale  à  l'arc  ch. 

Si  la  surface  est  supposée  conductrice  et  qu'elle  soit  homogène  et 
isotrope  au  point  de  vue  de  la  conductibilité  calorifique,  le  produit 

du    j 

-r-dn 

an 

représentera   le    flux  de  chaleur  qui  traverse  l'élément  dn  pendant 
Tunité  de  temps,  pourvu  que  l'on  choisisse  convenablement  les  unités. 
L'intégrale 


f 


dn 


représente  alors  la  quantité  de  chaleur  qui  entre  dans  Faire  /V/w  à 
travers  son  contour. 

L'expression  Budw  représente  donc  la  quantité  de  chaleur  cédée  à 
l'élément  de  surface  f/w  par  les  éléments  voisins  de  la  surface. 

Supposons  maintenant  la  surface  de  Klein  anisotropc. 

D'abord  l'arc  MM,  ne  sera  plus  normal  à  l'arc  dà. 

Si  l'on  considère  sur  le  plan  des  Z  un  cercle  infiniment  petit  avant 
pour  centre  le  point  Z,  la  figure  correspondante  sur  la  surface"  de 
Klein  sera  une  ellipse  infiniment  petite,  ayant  pour  centre  le  point  M. 
Alors  les  tangentes  à  l'arc  MM,  et  à  l'arc  d^j  seront  deux  diamètres 
conjugués  de  cette  ellipse. 


Nous  n'aurons  plus  alors 


mais  nous  pourrons  poser 


MM,  _  djj^ 

d\    ~  dS  ' 


et  nous  aurons 


MM,=  ^', 


Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  If. 
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d'  et  //  étant  les  longueurs  des  dianièlres  conjugués  de  notre  ellipse 
(jui  sont  dirigés  respectivement  suivant  les  tangentes  à  AIM,  et  h  rf«7. 
Ayant  ainsi  modifié  la  définition  de  dn^  nous  aurons 

du   ,         du    j^ 
dn  rt.\ 

.\ous  conserverons  les  définitions  de  Da  et  de  E(;/,  r)  et  nous  relom- 
herons  sur  les  é([uations  (3  bis)  et  (4  bis). 

L'interprétation  physique  subsiste;  si,  en  efl'et,  la  surface  est  sup- 
posée conductrice,  mais  que  la  conductibilité  ne  soit  pas  isotrope,  le 
flux  de  chaleur  qui  traverse  l'élément  rfo-  sera  encore  représenté  par  le 
ju'oduit 

du   , 

dn 

la  définition  de  d/i  ayant  été  modifiée  comme  nous  venons  de  le  dire. 
L'équation  (3  bis)  entraîne  comme  conséquence 

/Du  d(x)  ==  o, 

cjuand  Tintégrale  est  étendue  à  la  surface  de  Klein  lout  entière  et,  en 
cflet,  cette  surface  est  fermée. 

L'interprétation  physique  de  celte  équation  est  évidente  :  la  conduc- 
tibilité de  la  surface  amène  des  échanges  de  chaleur  entre  ses  diverses 
parties,  mais  ne  peut  altérer  la  quantité  totale  de  chaleur  (pie  possède 
la  surface  entière. 

IV.  —  La  fonction  U. 

Nous  considérons  diverses  (piaiililés 

Z,     Z,     Z" 

toutes  fonctions  rationnelles  de  Z,  Z',  et  les  fonctions  correspondantes 

//,      //',      u", 

telles  (ju'clles  ont  été  d(''finies  dans  le  J;  11. 
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Posons  maiiilenanl 

e"  =  c"  -j-  • 

(IM 

On  en  conclurail,  si  la  surface  de  Ivleiii  élail  isolrope, 

Dans  tous  les  cas  on  aura  également 

Taire  diï  étant  Talie  du  plan  des  Z'  qui  correspond  à  Taire  '/il  du  [)lau 
dos  Z;  et,  en  effet,  Ton  a 

„        ds-  ,j, ds-  dd  dS- 

r/S-'  dS"-'  diï         d)i"'' 

On  aurait  de  même 

C^  =    P"      -r-. 
«10 

La  définition  de  la  fonction  U  est  donc  indépendante  du  clioi.r  de 
la.  fonction  Z  parmi  le  fi  diverses  fonction  !i 

Z,     Z,     Z\     .... 
11  vient  alors 


et  enfin 


cAo  f/co 


DL]  =  8e^  +  DlogJ'; 


comme  D  log-7^'  est  une  fonction  connuecjue  je  puis  poser  égalrà  —  '!>, 
je  puis  écrire 

(i)  DU=:8e"-*. 
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La  définition  de  U  ne  dépendant  pas  du  choix  de  Z,  on  devra  avoir 

-  $  =  D  loo-^"  =  D  log'-^'  =  D  lo^•5^'  =. . . 
cl  par  conséquent 

ce  qu'il  est  d'ailleurs  aisé  de  vérifier. 

Je  dis  maintenant  que  la  fonction  $  ne  peut  devenir  inlinie.  lui  eilel. 

elle  ne  peut  cesser  d'être  finie  que  si  log  -^  est  infini,  c'est-à-dire  si 

A    =:   -C  OU  -^77    =    O. 


jNIais  il  faudrait  en  même  temps  que 
ce  cjui  entraînerait 


,      diï 


df 


Z'  =  ce  ou  -F7    =  O. 

(IL 

U  n'y  a  donc  de  doute  que  pour  les  points  de  la  surlaci'  de  KlcMii 
qui  correspondent  aux  points  à  finiini  ou  aux  points  donhles  de  la 
courbe 

(2)  /(Z,Z')=.o. 

Mais  il  faudrait  encore  que  pour  toutes  les  fonctions  Z'  on  eût 

,      du' 

"  «tu 

Or  c'est  ce  (pii  n'arrive  pas,  j)onr  un  point  à  l'infini,  si  l'on  fait 

z-=i, 

ni  pour  un  point  double,  si  l'on  fait 

Z"=R(Z,  Z'), 
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le  numérateur  et  le  dénominateur  de  R  s'annulant  à  la  fois  nu  point 
double. 


La  fo/ictio//  <!>  rst  donc  toujours  /i/ur. 


c.  o.  1'.  1). 


Que  dire  maintenant  de  la  fonction  U. 

Si  on  laisse  de  côté  les  points  de  la  surface  de  Klein  qui  corres- 
pondent à  un  sommet  de  deuxième  on  de  troisième  espèce  du  polygone 
R„,  on  pourra  trouver  une  fonction  Z"  telle  cjue 


U      et     log-T- 


soient  (inis.  La  fonction  U  est  donc  finie. 


Si  la  fonction  fuchsicnnc  est  de  première  espèce,  la  fonction  U 
sera  donc  finie  sur  toute  la  sur/ace  de  Klein  et  elle  sera  définie 
par  l'équation 

(i)  DU=8e^'-$. 

Supposons  maintenant  que  a  soit  un  sommet  de  deuxième  espèce 
de  Ro  et  soient  A,  A',  A"  les  valeurs  correspondantes  de  Z,  Z'  et  Z" 
et  P  le  point  correspondant  de  la  surface  de  Klein. 

Nous  pourrons  supposer  que  l'on  a  choisi  la  fonction  Z"  de  telle 
sorte  que 

lo?;'  -r- 

reste  fini;  alors  la  différence 

U  -] lo"-  z  —  A 

Il         ~  '  ' 

et,  par  consécpienl,  la  dilférence 

U  +  ^^^i^ilo-Ml' 
resteront  finies. 

Une  observation  cependant;  lorsque  Z"  tend  vers  A",  Texpression 

«  H loe-  Z"  —  A" 
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l(Mi(l  vers  une  limite  finie  cl  déterminée;  mais  qaand  le  point  M  se 
raj>j)n)che  de  P,  l'expression 

U  +  ^iL^loo-MP 

a  '^ 

(à  moins  que  la  surface  de  Klein  ne  soit  isolrope)  reste  finie,  mais  ne 
tend  pas  vers  une  limite  déterminée;  sa  limite  dépend  de  la  direction 
de  la  droite  MP.  Si  p  est  le  rayon  d'un  cercle  très  petit  situé  dans  le 
plan  des  Z"  et  £  le  diamètre  de  l'ellipse  correspondante  de  la  surface 
de  Klein  dont  la  direction  est  la  même  que  celle  de  IMP,  c'est  l'expres- 
sion 

T  T         2  /i  —  2  ,        p .  M  P 
U  H loS-  !- 

2  "  £ 

(]ui  tend  vers  une  limite  déterminée  quand  MP  tend  vers  o. 
Posons 

V  =  u  H log  z   —  A    , 

il  viendra 

Af"  =  \u"  =  Se""  ^  =  Se''"  I  Z"  —  A"  |~^  —• 

On  voit  que  la  fonction  (  '  satisfait  à  une  équation  de  la  forme 

Ap  =  0<?    -T-» 
ail 

où  0  est  une  fonction  donnée,  conslamnieni  positive,  mais  drvcnani 
infinie  pour  Z"  =  A". 
Posons  maintenant 

V        .."  da" 
c   =  e     -7-  ■ 
nco 

Si  nous  conservons  aux  lettres  0  et  $  leur  sii^nilication 

0  =  81  Z"  -  A"  r^  ;         4)  =  -  D  log  — , 

il  viendra 

DV=:Oe'-<I). 
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Au  poini  l'  (correspondanl  au  poinl  Z"  =  A"),  la  fonction  0  devien- 
dra infinie,  mais  V  et  <I>  resteront  finis. 

Envisageons  de  même  un  sommet  de  la  troisième  espèce;  nous 
choisirons  u"  de  telle  façon  cpic 

it"  +  2  log  I  Z"  —  A"  I  +  2  log-  log  I  Z"  —  A"  j 

reste  Uni  et  nous  poserons 

V"  =  u"  +  2  log  I  Z"  —  A"  I  +  2  log  log  I  Z"  —  A"  I, 
0  =  8|Z"- A"|-Mog-^'jZ"-A"|. 

Nous  aurons  alors 

Ai^"^Aii"-i-  oiloglog  I  Z"-  A"|  =  "^  fSe""  -  -^ 


Z"-A"|2|og2|Z"— A"| 
et  si  nous  posens  encore 


il  viendra 


^„  du" 
di» 


4  d(M 


Nous  somuies  ainsi  conduits  à  changer  la  définition  de  U.  Nous  po- 
serons 

U  =  «  +  loa;  ^  +  A, 

°  rtco 

où  h  est  une  fonction  uniforme  qui  reste  finie  en  tous  les  points  de  la 
surface  de  Klein,  sauf  aux  points  qui  correspondent  à  des  sommets  de 
deuxième  ou  de  troisième  espèce  de  R,,. 

En  un  sommet  de  la  deuxième  espèce,  la  différence 

A  — loiï  I  Z"  —  A"  I 


devra  rester  finie;  en  un  sommet  de  troisième  espèce,  la  difierence 

/i  —  2log  I  Z"  —  A"  I  —  2  log  log  I  Z"  —  A"  I 
devra  rester  finie. 
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rSous  pourrons  toujours  clioisir  la  fonclion  li  de  façon  à  satisfaire  à 
ces  conditions  et  même  de  telle  façon  que  la  fonction  h  en  dehors  des 
sommets  de  deuxième  et  de  troisième  espèce,  et  les  fonctions 

I,  __  ^JizLl  log  :  Z"  -  A"  I  ;      A  -  2  log- 1  Z"  -  A"  I  -  2  log-  log  ]  Z"  -  A"  1 


dans  le  voisinage  de  ces  sommets,  que  ces  diverses  fondions,  dis-je, 
aient  leurs  dérivées  de  tous  les  ordres  iinies  et  continues. 

Dans  CCS  conditions  la  fonction  T  sera  toujours  finie  et  elle  satis- 
fera à  l'équation 

DU  =  8t'i>-^  +  D  log  ^  +  DA, 

o   (7(0  ' 

on  en  posant 

0  =  8c-^'  _$  =  Dlog^ +  D//, 

à  l'équation 

(lins)  DU  =  Oe^-«I>. 

Les  fonctions  0  et  $  sont  des  fonctions  données;  la  première  est 
toujours  positive,  elle  ne  peut  jamais  s'annuler;  elle  ne  peut  devenir 
infinie  cju'aux  sommets  de  deuxième  et  de  troisième  espèces;  la  fonc- 
lion $  ne  peut  devenir  infinie  qu'aux  sommets  de  troisième  espèce. 

Aux  sommets  de  deuxième  espèce,  0  devient  infini  comme 

I  Z"  -  A"  1^'. 
Aux  sommets  de  troisième  espèce,  0  et  <!>  deviennent  infinies  comme 

(|Z"-A"|loglZ"-A"i)-=. 


/.'•  /-apport 


* 


reste  donc  fini  ;  la  limite  de  ce  rapport  est  d  ailleius  égale  à 
elle  est  donc  positive. 
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Ainsi,  s'il  y  a  des  soinmels  de  troisième  espèce,  la  fonction  tl>  pciil 
devenir  infinie,  mais  infinie  positive  ;  elle  n'a  donc  pins  de  limite  sn- 
périeure,  mais  elle  a  toujours  une  limite  inférieure. 


V.  —  Maxima  et  rainima. 

La  propriété  fondamentale  de  l'expression  D«  est  la  snivanle  :  Si 
la  fonction  u  est  maxima,  Dm  est  négatif;  si  la  fonction  u  est  mininia, 
Dm  est  positif;  ce  cjni  signifie,  au  point  de  vue  physique,  cju'un  point 
où  la  température  est  maximum  peut  céder  de  la  chaleur  aux  points 
voisins,  mais  ne  peut  en  recevoir. 

Examinons  la  chose  d'un  peu  plus  près,  et  pour  cela  reprenons 
l'équation  (3  bis)  du  paragraphe  III 

{■ibis)  CDuiUo^  f'—da. 

Si  au  point  P  la  fonction  u  est  maximum,  dans  le  voisinage  de  ce 
point,  les  courhes  u  =  const.  seront  de  petites  courbes  fermées  s'en- 
vcloppant  mutuellement  et  enveloppant  le  point  P. 

L'intégrale   /  -j-dn,  prise  le  long  d'une  de  ces  petites  courhes,  sera 

du  .  ,       . ,, 

toujours  négative,  cary-  sera  toujours  negatii. 

L'intégrale   /  Dwrfoj,  étendue  à  l'aire  limitée  par  une  de  ces  petites 

courbes,  sera  donc  négative. 

II  faut  donc  cju'à  l'intérieur  de  chacune  de  ces  petites  courhes 
u  puisse  prendre  des  valeurs  négatives  et,  comme  je  puis  supposer 
cette  courbe  aussi  voisine  du  point  P  que  je  le  veux,  on  pourra 
trouver,  aussi  près  du  point  P  qu'on  le  veut,  des  points  où  Du  sera 
négatif. 

Si  la  fonction  Dm  est  continue,  elle  ne  pourra  pas  être  positive  en  P  ; 
elle  pourra  s'annuler  en  P,  mais  à  la  condition  qu'il  y  ait  dans  le  voi- 
sinage de  P  des  points  où  elle  est  négative.  Il  peut  se  faire  cpie  Dm 
devienne  infinie  en  P,  mais  toujours  à  la  condition  qu'il  y  ait  dans  le 
voisinage  de  P  des  points  où  elle  soit  négative. 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  loiiie  IV.  —  Fasc.  II,   iSgf*.  21 


l62  H.     POINCARÉ. 

Il  convient  toutefois  de  s'assurer  que,  si  Du  devient  infini,   linté- 
,trrale 

Du  I  d(M 


/i 


reste  finie.  C'est  ce  qui  arrivera  dans  le  problème  qui  nous  occupe. 

Nous  avons  vu  que,  aux  sommets  de  la  deuxième  espèce,  DU  de- 
vient infini  de  Tordre  de 


MP'    " 

el  aux  sommets  de  la  troisième  espèce,  infini  de  l'ordre  de 


MP-logHlP 
L'intégrale 

f\DV\d(sy 

est  du  même  ordre  (jue 

riDU|MPrf(MP), 

c'est-à-dire  que 

r     dMV 

J   MPlog^MI 


et  l'on  vérifie  aisément  (jue  ces  deux  intégrales  sont  finies. 
Considérons  alors  l'équation 

DU  =  6.'^'-$. 

Je  suppose  (jue  0  est  toujours  positif  et  ne  peut  s'amuiler  ;  je  sup- 
poserai en  outre  que  0  et  tl>  sont  toujours  finis  (c'est  ce  qui  arrive, 
comme  nous  l'avons  vu,  dans  le  cas  des  fonctions  fuchsiennes  de  la 
première  espèce). 

Enfin,  je  supposerai  d'ahord  (jue  «1>  est  toujours  positif  cl  ne  |icul 
s'annuler. 

Alors  Oet^I),  ne  pouvant  ni  s'annuler,  ni  devenir  infinies,  admettront 
chacune  un  minimum  0„el  $o  6t  chacune  un  maximum  0,  et$,  ;  toutes 
ces  quantités  sont  positives. 
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D'autre  part  U',  étant  fini,  aura  un  maximum  U,  et   un  mini- 
mum Uo- 

Pour  le  maximum,  on  aura 

DU<o 

et,  par  conséquent, 

0,/'-$<o, 
ou  a  fortiori 

Pour  le  minimum,  on  aura 

DU>o, 
d'où 

Oe^  —  0>o, 
ou  a  fortiori 

0,e^-$„>o. 

La  fonction  L  satisfera  donc  toujours  aux  inégalités 

(0  log$o  -  logO,  <  U  <  log$,  -  log  0„. 

On  peut  obtenir  des  limites  plus  rapprochées  en  considérant  le  rap- 
port  -;  les  megaliles 

Oe"'— $<o,  Oe'^^-$>o 

montrent  que  c'^  reste  toujours  compris  entre  le  minimum  et  le  maxi- 
mum de  -  • 

Ce  résultat  serait  illusoire  si  <I>  n'était  pas  toujours  positif. 
Supposons  maintenant  que  $  soit  toujours  positif,  mais  quon  puisse 
trouver  une  fonction  •/],  telle  que 

$-f-Dr; 

soit  toujours  positif. 
Posons  alors 

L  =  V  -f-  yi  ; 
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réquatioii  devionl  alors 

Les  fonctions  Oe^,  o  -l-  Drj  clanl  toujours  finies  el  positives,  les 
résultats  préccdenls  peuvent  s'aj^pliquer,  et  l'on  voit  que  e""'  reste  tou- 
jours compris  entre  le  maximum  et  le  minimum  de 

<t>-t-Dr, 

Si  donc  •/](,  et  y],  sont  le  minimum  et  le  maximum  de  r,,  et  si  "(„  el  C, 
sont  le  minimum  et  le  maximum  de 

*  +  Dr, 

— ë~' 
on  aura 

(2)  'C„e-''-'"<<-'<-C,r-^'~-^'«. 

Si  0  et  <I>  peuvent  devenir  infinis,  les  résultats  précédents  sul)sistent- 
ils?  Dans  les  cas  dont  nous  aurons  à  nous  occuper,  6  ne  pourra  devenir 
infini  qu'aux  sommets  de  deuxième  et  de  troisième  espèces  et  <I>  aux 
sommets  de  troisième  espèce. 

Dans  tous  les  cas,  l'expression 

restera  finie  et  déterminée;  cette  expression  devra  être  négative  pour 
les  maxima  (sans  cjuoi  DU  ne  pourrait  devenir  négatif  dans  le  voisi- 
nage du  point  correspondant  au  maximum)  et  positive  pour  les 
minima. 

Si  donc  $  est  toujours  positif,  c"^  sera   toujours  compris  entre   le 

1        ■    •  1    * 

maximum  et  le  mmimum  de  r  • 

Si  <I>  n'est  pas  toujours  positif,  mais  si  <I>  -l-  Dy)  est  toujours  positif, 
les  inégalités  (2)  subsisteront. 

Envisageons  maintenant  l'équation 

(4)  DV^Oc'^V- f 
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Soient  V,  et  Vu  le  miiximuin  et  le  minimum  tic  V;  on  devra  avoir 
0,>i'V,-|<o, 

ce  (jiii  montre  que  V  reste  compris  entre  le  maximum  et  le  minimum 
du  rapport 

A. 

Comme  be"  est  essentiellement  positif  et  ne  peut  s'atmuler,  ce 
résultat  reste  vrai,  soit  que  'j/  soit  constamment  positif,  soit  que  '.{/ 
puisse  changer  de  signe. 

11  reste  vrai  encore  et  n'est  pas  illusoire,  quand  0  et  même  quand  ^ 

peuvent  devenir  infinis  pourvu  que  le  rapport  -  demeure  fini. 

Je  dis  maintenant  que  l'équation  (4)  ne  peut  admettre  deux  solu- 
tions ;  si  elle  en  admettait  deux,  V  et  V',  la  diflérence  Y  —  V'  satisfe- 
rait à  Féquation 

D(V- Y')=Oe'^(V- V). 

Cette  équation  est  de  même  forme  que  (4),  mais  ']/  est  nul.  Sonl 
donc  également  nulles  la  limite  supérieure  et  la  limite  inférieure  entre 
lesquelles  peut  varier  V  —  V,  d'après  ce  que  nous  venons  de  voir. 
Donc 

V  —  V'=;0.  C.Q.F.D. 

De  même,  l'équation 

DU  =  Oe'^-tI> 

ne  peut  admettre  deux  solutions,  car  si  elle  en  admellail  deux,  U  et 
U  -(-  V,  on  aurait 

DY  =  ()e\c'  -  i). 

Si  V,  et  \  „  sont  le  maximum  et  le  minimum  de  V,  on  devrait  avoir 

d'où 

V  <o  Y  >o  Y  >Y>Y 

'1='-')  '0  =  ")  'i='    =   'in 


l()6  H.     POINCARÈ. 

ce  qui  entraîne 

V,  r=  V  =  V„  =  O.  C.  Q.   F.  D. 

VI.  —  L'équation  Dm  =  o. 

Je  me  propose  d'intégrer  Téquation 
(i)  Dw  =  9, 

où  u  est  la  fonction  inconnue  qui  doit  être  finie  et  continue  ainsi  que 
ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres,  et  la  fonction  o  qui  est  donnée. 
C'est  comme  si  Ton  demandait  la  température  finale  de  chaque  point 
de  la  surface,  en  supposant  qu'elle  ne  cède  pas  de  chaleur  au  dehors 
par  rayonnement,  mais  que  chaque  élément  dw  de  la  surface  est  le 
siège  d'une  source  de  chaleur  produisant  dans  l'unité  de  temps  une 
quantité  de  chaleur  —  çrfw. 

Pour  que  le  problème  soit  possible,  il  faut  d'abord  cpie 


(a)  f'^dLo  =  o, 


l'intégrale  étant  étendue  à  la  surface  entière.  En  eiîet.  nous  avons 
trouvé  plus  haut 

D  i(  (loj 


/' 


et,  d'ailleurs,  ré(piilibre  thermique  n'est  évidemment  [)ossil)le  (pie  si 
la  quantité  totale  de  chaleur  fournie  par  les  sources  est  nulle. 

Supposons  cette  condition  remplie.  Pour  résoudre  notre  problème, 
nous  allons  introduire  une  fonction  qui  jouera  le  même  rôle  (pie  la 
fonction  de  Green  dans  la  théorie  du  polenliel. 

Reprenons  la  courbe  algébrique 

(3)  /•(Z,Z')  =  o, 

(pii  est  la  même  que  la  courbe  (2)  des  paragraphes  iirécédenls. 
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Considérons  l'intégrale  abélicnnc 

(4)  5  =  fR(Z,Z')dZ, 

où  R  est  une  fonction  rationnelle  de  Z  et  de  Z'. 
Soient  alors 

(Z  =  z<„  z'  =  z;),       (z  =  z.,  Z'  =  z;), 
(z  =  u«,Z'=u;),      (z  =  u..Z'  =  u;) 

quatre  points  analytiques  pris  sur  la  courbe  (3).  Les  denx  premiers 
(Zo,  Z|,),  (Z,,  Z\  )  seront  les  limites  inférieure  et  supérieure  cle  Tinlé- 
grale  (4). 

Cette  intégrale  elle-même  sera  une  intégrale  abélienne  de  la  troisième 
espèce  admettant  pour  points  singuliers  logarithmiques  les  deux  points 
analytiques  (U„,U;),  (U,,U;). 

Donc,  sauf  aux  points  analytiques  (Uo,  U'J,  (U,,  U',),  la  fonction  .1 
sera  holomorphe;  dans  le  voisinage  de  (U„,  U„),  la  différence 

J  +  log(Z.-U„)-log(Z„-U,) 
et,  dans  le  voisinage  de  (U,,  U',),  la  différence 

.T-log(Z,-U,)-i-log(Z„-U,) 

seront  holomorplies  en  Z,  et  Z^. 

Pour  achever  de  définir  l'intégrale  (4),  nous  supposerons  que  les 
parties  réelles  de  ses  2.p  périodes  cycUques  sont  nulles. 

L'intégrale  .1  ne  change  pas  quand  on  pcrmu;tc  les  deux  points  ana- 
lytiques 

(z„,z;,),    (z,,z',) 

avec  les  deux  points  analytiques 

(u„,u„),    (u.,u;). 

C'est  le  résultat  bien  connu  dans  la  théorie  des  fonctions  abéliennos 
sous  le  nom  de  Vcrlauschung  von  Parametcr  uiid  Ar^unir/il. 
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•le  désignerai  par  M,  P,  M,,  P,  les  points  de  la  surface  de  Klein  qui 
correspondent  aux  quatre  points  analytiques 

(z.,z;),    (z„,z„),   (U.,u;),   (U„,u;), 

et  par 

G(M,P;M,,P,) 

la  partie  réelle  de  l'intégrale  J. 
On  voit  que 

G ,         G  +  log  I  „  '  "~  ,  ■"  I ,        G  —  log  I    '  ""    '  I 


Zo-U, 


seront  des  fonctions  harmoniques  de  X  et  \  (siTonposeZ,  =  X -f-  i\), 
la  première  pour  tous  les  points  analytiques  sauf  pour  Lo  et  U,,  la 
seconde  dans  le  voisinage  de  U„,  la  troisième  dans  le  voisinage  de  U,. 
Observons  enfin  que  la  définition  précédente  devrait  être  modifiée 
si  l'un  de  nos  quatre  points  analytiques  venait  en  un  point  de  la 
courbe  (3)  où 

df  df 

il  conviendrait  de  remplacer  alors  par  la  fonction  Z'  la  fonction  Z 
(pii  joue  le  rôle  prépondérant  dans  notre  définition  ;  ou  bien  encore  si 
l'un  des  quatre  points  analytiques  venait  en  un  point  double  de  la 
courbe  (3);  il  faudrait  remplacer  Z  par 

'^   -Q(Z,Z')' 

P  et  Q  étant  deux  polynômes  entiers  s'annulanl  tous  deux  au  point 
double. 

Soient  rfco  et  f/co,  deux  éléments  quelconques  de  la  surface  de  Klein  ; 
soient  M  et  M,  les  centres  de  gravité  de  ces  éléments;  soient  P  et  P, 
deux  points  yZj;es  quelconques  sur  la  surface  de  Klein.  Soit  'p,  une 
fonction  quelcon(|ue  des  coordonnées  du  iioiiit  M,. 

Considérons  Finléiirale 


(5)  c'=yG(M,P; 


M,,  P.  )S,  r/oj 
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étendue  à  tous  les  éléments  f/co,  de  la  surface  de  Klein.  C'est  une 
fonction  des  coordonnées  du  point  M. 

Je  dis  d'abord  que  celte  intégrale  est  finie,  si  la  fonction  o,  est  linie 
elle-même.  Et,  en  effet,  la  fonction  G  ne  peut  devenir  infinie  que  si  le 
point  M,  vient  en  M  ou  en  P  (elle  s'annule  si  M  se  confond  avec  P  et, 
par  conséquent  aussi,  à  cause  de  la  Vertauschung,  si  M,  se  confond 
avec  P,  );  mais  si  M,  vient  en  M  ou  en  P  la  fonction  G  devient  infinie 
logarithmiquement,  de  sorte  cjue  notre  intégrale  reste  finie  et  déter- 
minée. 

Pour  pousser  Tétude  plus  loin,  je  divise  la  surface  de  Klein  en  deux 
régions,  Tune  S'  réduite  à  une  petite  calotte  entourant  le  point  M, 
l'autre  S"  comprenant  le  reste  de  la  surface  et  je  pose 

ç  =  ç'  -+-  v", 

v'  et  v"  représentant  la  même  intégrale  étendue  respectivement  à  S' 
et  S". 

Je  suppose  que  le  point  M  ne  se  confond  ni  avec  P  ni  avec  P, . 

Considérons  d'abord  l'intégrale  r";  si  M,  reste  dans  la  région  S" 
qui  ne  contient  pas  le  point  M,  les  trois  distances  MM,,  MP,  MP, 
restent  finies  et  l'on  peut  assigner  une  limite  supérieure  à  la  fonction  G 
et  à  cbacune  de  ses  dérivées. 

L'intégrale 

/Ho,  r/w  I , 

où  H  est  une  dérivée  quelconcjue  de  G  est  non  seulement  finie,  mais 
uniformément  convergente.  Nous  pouvons  donc  appliquer  le  procédé 

de  la  difiérentialion  sous  le  signe   /  et  nous  voyons  d'abord  que  toutes 
les  dérivées  de  v"  sont  finies. 
Il  vient  ensuite 

Dr"=  rDGo,(/w,  =  o, 

puisque 

DG  =  o. 

Considérons  maintenant  i'';  la  porlion  S'  de  la  surface  étant  très 
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petite  pourra  être  représentée  d'une  façon  univoquc  sur  le  plan  des  Z 
et  nous  aurons 

(lùf  étant  l'aire  de  l'élément  du  plan  des  Z  correspondant  à  l'élément 
f/co,  de  la  surface  de  Klein  et  l'intégration  étant  étendue  à  tous  les  élé- 
ments dÇî,  de  la  portion  du  plan  des  Z  qui  correspond  à  la  région  S'. 
Mais  on  a 

G  =  log|Z,-U,|  +  H, 

H  étant  une  fonction  harmonique  de  X  et  de  \  . 
Mous  aurons  alors 


'■    =  ^.-^  '-'.o 


>  =fïio  ^ 


Z,  -  L',  \o,~-dii, 


m, 


Nous  voyons  d'abord  que  l'on  peut  appliquer  à  l'intégrale  i\-,  le 
procédé  de  la  difTérentiation  sous  le  signe  /  >  de  sorte  que  toutes  les 
dérivées  de  v'.,  sont  finies;  d'ailleurs  on  a 

d'où 

Dr;  =  o. 

Ensuite  les  propriétés  du  potentiel  logarithmique  nous  apprennent: 
1°  Que  i'\  est  fini  ainsi  que  ses  dérivées  des  K  premiers  ordres,  si  o, 
est  fini  ainsi  que  ses  dérivées  des  K  —  i  premiers  ordres; 
2°  Que 

.    ,  do, 

•^^•.  =  -^^?^' 

o  et  -^  représentant  les  valeurs  que  prennent  ç.,   et  -.—  (juand    le 
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poinl  M,  vient  en  M.  On  en  conclut 

Dr,  =  —  2-9. 

En  résumé,  v  est  fini  ainsi  que  ses  dérivées  des  K  premiers  ordres  si 
9  est  fini  ainsi  c{ue  ses  dérivées  des  K  —  i  premiers  ordres,  et  Ton  a 

Dr=:-  -i-o. 

J'ai  supposé  que  M  ne  se  confondait  ni  avec  P,  ni  avec  P,. 

Si  M  se  confond  avec  P,  G  et  c  s'annulent. 

Il  me  reste  à  faire  voir  qu'aucune  singularité  ne  se  présente  quand 
M  se  confond  avec  P, ,  et  pour  cela  je  vais  montrer  cjue  l'intégrale  v  ne 
dépend  pas  de  la  position  du  point  P, . 

Si  nous  remplaçons  P,  par  un  autre  point  P.,  c  se  change  eu 

/G(\I,P;M,,P,)9,f/co,. 
l'uisque 

G(M,P:M,,P.)  =  G(M,P;M.,P,)-G(M,P;P,,Pj, 

je  vois  que  i-  a  augmenté  de 

yG(M,  P;  P.,  P,)9,  d,o,  =  G(M,  P;  P.,  P,)  /o,  ,/co,. 

Or,  cette  expression  est  nulle  à  cause  de  la  relation  (2).  Donc, 
(■  n'a  pas  changé.  c.   y.   v.   d. 

En  résume,  la  solulion  de  l'équation  (i)  nous  est  donnée  par  la 
formule 

(^')  «  =  -  -hjG(M,  P;  M,,  P,)9,  rho,. 

La  solulion  donnée  par  Féqualion  ((i)  n'est  pas  unicjue;  (,ii  poul 
évidemment  y  ajouter  une  ccuistante  ari)ilraire;  à  part  cela,  il  u\  en 
a  pas  d'autre. 
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Ce  qui  caractérise  la  solution  particulière  (6),  c'est  qu'elle  s'annule 
au  point  P. 

La  solution  (6)  satisfait  à  une  inégalité  qui  nous  sera  utile  dans  la 
suite. 

Soient  y]  une  fonction  quelconque,  toujours  positive,  et  r;,  la  valeur 
de  cette  fonction  au  point  M,.  Soient 

9  =  •!•/],  9,  =  '-{;,-^,. 

On  aura  évidemment 


// 1  <  (max.  de  l 'II)  /  - 
L'intégrale 

|G|t,,  dwi 


r- 


est  une  fonction  de  M  ;  la  fonction  sous  le  signe  /  ne  peut  devenii'  infinie 

que  dans  trois  cas  :  i°  si  le  point  M  vient  en  M,  ;  i°  si  la  fonction  ■/], 
devient  infinie;  3"  si  le  point  M  vient  en  P,. 

Afin  d'exclure  ce  troisième  cas,  je  décrirai  autour  de  P,  une  petite 
courbe  fermée  et  je  supposerai  que  le  point  M  ne  pénètre  pas  à  l'inté- 
rieur de  cette  courbe  ■fermée. 

Lorsque  le  point  M  est  voisin  de  M,,  la  fonction  G  devient  inlinic 
de  l'ordre  de  logMM,  ;  en  outre,  je  supposerai  cjue  la  fonction  ■/],  de- 
vient infinie  en  certains  points  A  qui  correspondront  aux  sommets  de 

la  deuxième  espèce,  et  cela  infinie  de  l'ordre  de  M,  A   "    :  je  suppose 
qu'il  n'y  ait  pas  de  sommets  de  la  troisième  espèce  et  qu'en  tous  les 
autres  points  la  fonction  •/],  soit  finie. 
Alors  l'intégrale 

est  finie  et  même  converge  uniformément.  El,  en  eil'et,  dans  le  cas  le 
plus  (b'favorable,  c'esl-à-dire  si  le  point  M  coïncide  avec  un  point  A  et 

si  M,  est  très  voisin  de  M,  la  fonction  sous  le  signe   /  sera  inlinie  de 
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r ordre  de 

MM.^logMM,, 

et  rintégrale  ne  deviendra  pas  infinie.  Nous  pouvons  donc  assigner  à 
celte  intégrale  une  limite  ^'  et  écrire 

(7)  |?/|<;3'(max.de|'];|). 

Cette  inégalité  est  vraie  pourvu  que  M  ne  pénètre  pas  à  l'intérieur 
de  la  courbe  qui  entoure  le  point  P, . 

Mais  nous  avons  vu  que  u  ne  dépend  pas  de  la  position  du  point  P, 
et  ne  change  pas  quand  P,  vient  en  Po  ;  nous  aurons  donc 

{-Jns)  |«I<p"(max.  de|'^  ), 

pourvu  que  M  ne  pénètre  pas  à  Tintcrieur  d'une  petite  courbe  entou- 
rant Pj. 

Si,  alors,  3  est  le  plus  grand  des  deux  nombres  [5i'  et  ^",  nous  aurons 

(8)  |;/|<^(max.dei'||), 

quelle  cjue  soit  la  position  du  point  M. 

Ce  résultat  est  vrai  pourvu  que  la  fonction  r^  ne  devienne  jamais 
infinie  que  d'ordre  2  —  -  <"  2. 

C'est  une  condition  à  laquelle  satisfait  la  Jonction.  Oc'^  quand  il 
n'y  a  pas  de  sommet  de  troisième  espèce. 

VII.  —  L'équation  !)«  =  •/)«—  i. 

Considérons  l'équation 

(1)  Duz=  \ri  u  —  o  —  "h'if. 

Je  supposerai  la  solution  développablc  suivMTt  les  [)uissances  de  À 
et  je  la  mettrai  sous  la  forme 

u  —  (w„-l-c„)  -t- >.(;/, -i-c,)  +  A-(«o-+-r,)  +  .... 
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Les  c/,  sont  des  constanles  et  les  u^  s'annulent  au  point  P. 
J'aurai  la  suite  d'équations 

I  D;/,  =  rj(w„-f-c„)  - ']., 
i^)  I  D;/o  =  Yi(«,  +  C|), 


Pour  que  la  solution  soit  possible,  nous  devrons  avoir 
o  =  /  9  f/w  =  ^  ["/](,  "o  +  Co)  —  '!]  '/w  =  /  ■'^(("i  +  C|  )  '^w 
ce  qui  nous  donne  la  suite  d'équations 

ICo  /  r,  r/co  =        l 'h  r/oj  —  /  Y]  ?/«  f/co, 
C|  /  Tj  f/o)  =  —  f  r^u,  f/oj, 
1       \. 


(3) 


Si  ces  conditions  sont  supposées  remplies,  la  formule  ((i)  du  pai'a- 
graphe  précédent  nous  permettra  de  calculer  u„,  «,,  . . .. 
Ainsi,  pourvu  que  Ton  ait 

I  Zi  dbi  =  o, 

nous  pourrons  calculer  successivement,  par  les  écpuilions  (2)  et  (3), 

d'abord  «„,  puis  c„,  m,,  c,,  u.,,  c.,,  — 

Soient  y,,  y,,  . . .  les  maxima  de  |  m,  |,  |  z/^  !, 

Si  la  fonction  r,  fs/  supposée  toujours  positiir,  on  aura 

j  f ,  I  ^  r,  dio  <  j  r^\  u ,  |  f/w  <  y ,  j  r,  doi, 
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(lOÙ 

et,  de  même, 

\c-i\<^!2,     IC3KY3,     ■•■• 

L'inégalité  (H;  du  paragraphe  précédent  nous  donnera  ensuite 

Y2<  ?(max.  de  |  u^  +  c,  |)  <  2^7, 
et,  de  même, 

La  série 
converge  donc,  pourvu  que 

et  par  conséquent,  à  cette  condition,  la  série 
(4)  J,''^'{u,+  c,) 

converge  uniformément. 

Si  u  est  la  somme  de  cette  série,  u  sera  donc  une  fonction  finie  et 
continue  des  coordonnées  de  M. 

Nous  aurons,  d'autre  part  (puisque  la  série  converge  uniformé- 
ment), 

Jrudoi  =jr^(u„+  c,)dw  -\-'k  fri{u,  +  c.)  «/co  -h  . . .  =  o. 

Nous  pourrons  alors,  par  la  formule  (G)  du  paragraphe  précédent, 
trouver  une  fonction  c  qui  satisfasse  à  l'équation 

Dr  =  Arj  u  —  o  —  \'\i. 

Je  dis  que  cette  fonction  r  est  identique  à  u. 
Posons,  en  effet, 

u  =  (u,  -t-  c„)  +  l(it,  4-  c,  )  +  . . .  ^-  X"(m„  +  c„)  -f-  R„, 
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il  viendra 


DS„=AyiR„. 
La  série  (4)  convergeant  uniformément,  nous  aurons 

|R„|<K(oA;'i)«, 

K  étant  une  constante  assignable;  on  conclut 

|S„|<K(2A.S)''-. 

Quand  n  croit  indéfiniment  (2  AJS)"  et,  par  conséquent,  j  R„  |  et  |  S„| 
tendent  vers  zéro.  La  différence  u  —  v  est  égale  à 

//  -  r  =  R„  -  S„  —  A"-'  («„^,  4-  c„^,  )<  I  R„  I  +  I  S„  I  +  2  A"-'  Y„,, . 

Elle  tend  donc  vers  zéro  quand  n  croît  indéfiniment  et,  comme  elle 
ne  dépend  pas  de  n,  elle  est  nulle.  Donc  11  =  i".  Donc  u  satisfait  à 
léquation 

Hti  ='Kr^u  —  o A',[/.  G.    Q.    F.    p. 

Cette  démonstration  suppose  que  -q,  o,  '|  restent  finis  ou  ne  peuvent 
devenir  infinis  qu'en  certains  points  (qui  correspondraient  aux  som- 
mets de  la  deuxième  espèce)  et  seuleiuent  injinis  d'ordre  2  —  -  <^  a. 

.le  terminerai  par  la  remarcjue  suivante  : 

Si,  dans  une  certaine  région  de  la  surface  de  Klein,  r;,  ç>  et  ^  sont 
finies  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées,  il  en  sera  de  même  de  u. 

Soit,  en  effet.  Dp  =  0,  équation  qu'on  peut  intégrer  par  la  for- 
mule (6)  du  paragraphe  précédent. 

Nous  avons  vu  que,  si  dans  une  certaine  région  0  est  finie  ainsi  que 
ses  dérivées  des  K  premiers  ordres,  c  sera  finie  ainsi  que  ses  dérivées 
des  K  -h  I  premiers  ordres. 

Appliquons  ce  résultat  à  l'équation 

Du  —  "kr^  u  —  Ao  —  \-\i. 
Comme  u  est  fini,  le  second  membre  est  fini;  donc  it  est  fini  ain-^i 
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que  ses  dérivées  du  premier  ordre;  donc  le  second  membre  est  fini 
ainsi  que  ses  dérivées  du  premier  ordre;  donc  u  est  fini  ainsi  que  ses 
dérivées  des  deux  premiers  ordres,  et  ainsi  de  suite...        c.  q.  f.  d. 
Supposons  maintenant  que  l'on  sache  intégrer  l'équation 

(5)  Dm  =  r,  «  —  o, 

et  proposons-nous  d'intégrer 

(  ())  Dm  -—  (tj  -h-  A-/]')  u  —  o. 

Les  deux  fonctions  ■/]  et  -q'  sont  supposées  toujours  positives. 
Soit 

u  =  «0  +  /^''i  +  '/'■  «o  -1-  ...  ; 

l'équation  (0)  nous  donnera  la  suite  d'équations 

,    ,  )  Dm,  =  -qu,  +  •/]'«„, 

\/  J  \ 

I  Dmo  =  '/]u.,  -+-  "/j'm,, 

Les  équations  (7)  étant  de  la  forme  (5),  nous  saurons  les  intégrer 
et  elles  nous  donneront  successivement  m,,,  m,,  Mj,  .... 

Les  principes  du  paragraphe  V  nous  donnent  les  inégalités  suivantes  : 

\iio\<C  niax.  de   -  > 
I  M,    <.  max.  de   — — K 


Mo  I  <i  max.  de 


-',  "1 


Soient  alors  y*  le  maximum  de  |  Ui,  |  et  ^  celui  de  —  >  il  viendra 
Yi  <C.  PYoj     T^i  \  i-* Yi  5     •  •  •  • 


Jouin.  de  Math.  (5'  série),  lomc  IV.  —  Fasc.  Il,  1898. 
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Donc  la  série 
(8)  «(,+ A«,  +  A-w.  +  .. . 

converge  uniformément  pourvu  que 

J'ai  supposé  plus  haut  que  nous  savions  intégrer  l'équation  (5);  je 
précise  cette  hypothèse  en  disant  que  nous  savons  l'intégrer  quelle 

que  soit  la  fonction  ç,  pourvu  cjue  le  rapport  |-|  soit  limité.  J'ai  sup- 
posé aussi  plus  haut  que  le  rapport  —  a  une  limite  supérieure,  et. c'est 

cette  limite  supérieure  que  j'ai  appelée  [3. 

Soit  alors  u  la  somme  de  la  série  (8);  cette  somme  est  finie  ;  nous 
savons  alors  intégrer  l'équation 

D(^  =  qv  -h  Xt/w  —  9, 
puisque  le  rapport 


est  limité. 

Je  dis  que  l'intégrale  r  de  cette  équation  est  précisément  égale  à  ;/. 
Soient,  en  effet, 

?<  =  «0  -)-  X«,  -t-  . . .  +  V' u„  -\-  R„, 

t;  =  W(,  +  A«,  -t-  . . .  -f-  A"*'  «,i+,  4-  S„, 
on  aura 

DS„=-/iS„-f-X-^'R„. 
Or 

I  R„  I  <;  K(X[3)".         K  étant  une  constante. 

I.,es  [)rincipes  du  paragraplie  \  donnent  ensuite 

I  S„  |<  max .  de  i  ^^^  1  <  K  {Y^  )"^  ' . 
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Donc  la  différence 

«  —  <•  =  R„  —  S„  —  'A"*  '  ;/„  ^ , 
Icnd  vers  zéro  quand  n  tend  vers  Vx-,  elle  est  donc  nulle,  et  u  =  f. 

C.     Q.     F.     u. 

On  démontrerait  ensuite  comme  plus  haut  que  si,  dans  une  certaine 
région,  -q,  o  et  y]'  sont  finies  ainsi  que  toutes  leurs  dérivées,  il  en  est  de 
même  de  u. 

Considérons  maintenant  Téquation 

(9)  Du  =  r,u~.o, 

et  posons 

A,-^A.  +  ...  +  X,,=  r, 
?  =  ?  I  -^  ''m  'y  I  - 

Les  X  sont  des  constantes  positives;  la  fonction  o,  est  assujettie  à 
la  condition  unique 

/  0,  d(D  =  o, 

mais  elle  est  d'ailleurs  arbitraire. 

Nous  allons  intégrer  successivement  les  équations 

iBu  r=  l,r^a  —  o,  —  X,'|,, 
Du  =  X,  •/]  n  -+-  X, r^u  ~  ':^, 
1  D«  =  (X,  +  >., )-^  u  -f-  X, •'i «  -  9, 


Da  =  (X,  +  X,  +. . .  +  X^_,  )ri«  +  X^,r,w  -  9. 

La  première  équation  (10)  est  de  la  forme  (i);  nous  saurons  donc 
l'intégrer,  pourvu  que 
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P  étant  la  quantité  qui  figure  dans  l'inégalité  (8)  du  paragraphe  pré- 
cédent. 

Les  autres  équations  (lo)  sont  de  la  forme  (6);  on  les  rend  iden- 
tiques à  léquation  (6)  en  changeant 

À,  r,  en  r^,     r,  en  r/,      A^  en  X,     pour  la  2^  équation  (lo), 
(A,  -H  Ai)"^;  en  r^,     r^  en  r/,      A3  en  A,     pour  la  S*"  é([uation  (10), 


(A,  + /w -t-. .  .-1- A^_i)-/]  en  Yj;      ■/]  en  r/,      A,,  en  A,      pour  la /j"^"'"  équation  (^  10). 

Nous   saurons  donc   iiUégrer  s uccessiven/ en /  ces  équations  (  10), 
pourvu  que 

>.<  '—'         >.< '—^'         •••' 


niaxde^-^  iiiaxde^ 

ou 

A,<A,.  A3<A,  +  A,.  ...,  A.,<X,-f- 


/V-i- 


Or,    nous   pouvons    toujours   satisfaire   à    ces   conditions   et    auv 
relations 


A,+...+  A„=r,  A,< 
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en  choisissant  l'entier  p  assez  grand. 

Donc  nous  saurons  intégrer  Vcqualion  (()\  pottfvu  rjur: 

1  "  Lr  rapport   -   soit  limilé ; 
I  ri  I 

2°  Que  Y]  soit  toujours  positif  et  ne  s'annule  pas  ; 

3°  Que  r;  soit  partout  fini  ou  ne  puisse  devenir  infini  qiien  un 

nombre  limité  (/r' /Jo/><y.s  (correspondant  aux  sommets  de  deuxième 

espèce)  et  seulement  d'ordre  2  —  -  <^  2. 

L'intégrale  u  est  partout  finie  cl  continue. 

Si,  dans  une  certaine  région,  les  fonctions  données  r,  l't  0  sont  finies 
ainsi  rpie  toutes  leurs  dérivées,  il  en  sera  de  même  de  u. 
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VIII.  —  Extension  aux  sommets  de  troisième  espèce. 

Les  résultats  précédents  s'appliquent,  pourvu  que  la  fonction  •/;  ne 
devienne  infinie  qu'en  un  nombre  limité  de  points  et  seulement 
d'ordre  i  —  -  <"  2. 

C'est  la  condition  à  laquelle  satisfait  la  fonction  Or»^,  s'il  n'y  a  pas 
de  sommets  de  troisième  espèce.  Mais  aux  sommets  de  troisième 
espèce,  cette  fonction  (jc^  devient  infinie  de  la  même  manière  que 


devient  infini  pour  x  =  o. 

Nous  sommes  donc  conduits  à  examiner  ce  qui  se  passe  quand,  en 
certains  points  (sommets  de  troisième  espèce),  la  fonction  y]  devient 
infinie  et  cela  de  telle  sorte  que  le  produit 

r,MK'log-M!v 

tende  vers  une  limite  finie  et  déterminée  quand  le  point  M  se  rap- 
proche indéfiniment  du  sommet  de  troisième  espèce  K. 
Dans  ce  cas,  l'intégrale 

considérée  à  la  fin  du  paragraphe  YI,  n'est  pas  finie  quand  le  point  M 
vient  en  K;  on  ne  peut  donc  pas  lui  assigner  une  limite  supérieure  ^'; 
on  ne  peut  donc  plus  écrire  l'inégalité  (8)  du  paragraphe  VI. 

Si  alors  nous  reprenons  les  équations  (i),  (2)  et  (3)  du  para- 
graphe \1I,  nous  pouvons  encore  former  les  fonctions  u„,  u,,  w._.,  etc.  : 
mais  nous  ne  pouvons  plus  écrire  les  inégalités 

7:i<'>-,3Y,,         Yi<2;3v,, 
ni,  par  conséquent,  affirmer  que  la  série 
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D'ailleurs,  il  est  aisé  de  voir  que 

II,,      u.„      U.J,      ... 

deviennent  infinies  au  sommet  de  troisième  espèce  K  et  infinies  res- 
pectivement du  même  ordre  de  grandeur  que 

loglogMK,     logMogMK,     logMogMK,     .... 

Néanmoins,  nous  verrons  plus  tard  que  la  série  S  converge  en  tous 
les  points  de  la  surface  de  Klein,  sauf  aux  sommets  de  troisième 
espèce,  et  que  la  somme  de  cette  série  tend  vers  une  limite  finie  et 
déterminée  quand  le  point  M  se  rapproche  de  l'un  de  ces  sommets. 

On  pourrait  dire,  dans  un  langage  abrégé  mais  peu  correct,  qu'aux 
sommets  de  troisième  espèce  la  somme  de  la  série  est  finie,  bien  que 
chacun  des  termes  soit  infini. 

Un  exemple  simple  fera  mieux  comprendre  ma  pensée. 

Soit  \  un  nombre  positif,  et  considérons  la  fonction  x^;  nous  pou- 
vons la  développer  suivant  les  puissances  de  X  et  écrire 

1  À  loiï.r         >.-los-.r  ),"loï".r 

x'  =  l  -\ '-^^ 1 ^^ \-...~ ■ 

I  1.2  I  .  2  ...  « 

Chacun  des  termes  devient  infini  pour  x  =  o,  mais  la  somme  de  la 
série  x^  reste  finie. 

On  pourra  donc  encore  intégrer  l'équation  (i)  du  paragraphe  Ail. 

Mais,  pour  établir  toutes  ces  propositions,  nous  rencontrerons  bien 
des  difficultés.  Ces  mêmes  difficultés,  non  encore  surmontées,  se 
retrouvent  dans  la  méthode  de  M.  Picard  et  dans  toutes  les  méthodes 
d'approximations  successives. 

Pour  en  triompher,  nous  allons  procéder  par  étapes. 

Supposons  d'abord  qu'il  n'y  ait  qu'un  seul  sommet  de  troisième 
espèce,  (pie  nous  appellerons  K,  cl  proposons-nous  d  intégrer 
l'équation 

Vi)  Du^Zz. 

Dans  celle  équation,  'Ç  et  o  sont  deux  fondions  données  et  la  der- 
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nicre  est  partout  finie.  Quant  à  'C,  elle  est  partout  positive  et  elle  est 
finie,  sauf  au  point  K  où  elle  est  infinie  comme 


MK^loff^xMK' 


aux  sommets  de  deuxième  espèce,  s'il  y  en  a,  où  elle  devient  infinie 
comme  y]  et  au  point  P,  où  elle  pourra  devenir  infinie  comme  log  MP, . 
].a  solution  de  Téquation  (i)  nous  sera  donnée  par  la  formule 

«=  /"(:,9,G(M,Iv;M,,P,)^/o.,, 

analogue  à  la  formule  (6)  du  paragraphe  VI. 

Cela  s'établirait  par  des  raisonnements  tout  à  fait  analogues  à  ceux 
du  paragraphe  VI,  mais  qu'il  est  inutile  de  répéter  ici. 

Remarquons  toutefois  que  la  condition 


/ 


.odiji  =  o 


n'est  plus  ici  nécessaire  puisque  la  fonction  u  peut  devenir  infinie 
pour  M  =  P,. 

Cela  posé,  on  a  évidemment 

|«|<Yy"r,|r.(M,K;M.,P,)|,/w,. 

Éludions  l'intégrale  j^;;,  |  G(  M,  K  ;  M, ,  P,)  |V/co, . 

C'est  une  fonction  des  coordonnées  du  point  M  qui  ne  peut  présen- 
ter de  singularité  que  quand  le  point  M  vient  en  K  ou  en  P,. 

Qu'arrive-t-il  d'abord  quand  M  est  voisin  de  K?  Partageons  la  sur- 
face de  Klein  en  deux  parties  par  une  petite  courbe  fermée  entouraiil 
le  point  K. 

Nous  aurons  d'abord  la  région  S  extérieure  à  la  petite  courbe  fer- 
mée ;  la  portion  correspondante  de  l'intégrale  sera  très  petite  de  l'ordre 
de  iMK. 

Considérons  maintenant  la  région  S' intérieure  à  cette  petite  courbe: 
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si  les  deux  points  M  et  M,  sont  dans  cette  région,  G  sera  de  même 
ordre  de  grandeur  que 


ou  que 


1   o  ^ti^Ii-^^Pi 

'8  mTv  km; 


,       MM, 
^  KiMi 


c'est-à-dire  quon  pourra  trouver  une  quantité  ^  telle  que 

^'<  ^  KMf  |log'KM,i' 
f/to,<p"RM,f/(KM,)f/£, 

£  étant  l'angle  de  KM,  et  de  KM. 
Si  donc  nous  posons,  pour  abréger, 

KM,  =  c,         KM  =  / , 

MM ,  =  0  =  vV'+  p-— 2/-pcos£ ,  b  =  |i;î'  |î", 

notre  intégrale  sera  plus  petite  que 

J    I  P  I  P  I  'og  ?  I 

Nous  supposerons  que  notre  petite  courbe  i'erniée  a  pour  é{[uation 
p  =  K, 

c'est-à-dire  quelle  est  rinlersection  de  la  surface  de  Klein  avec  une 
sphère  de  rayon  R  ayant  son  centre  en  K. 

L'intégrale  doit  alors  être  prise  entre  les  limites  o  cl  2-  pour  £, 
o  cl  R  pour  p;  si  l'on  considère  p  cl  £  comme  les  coordonnées  po- 
laires dun  point  dans  un  plan,  point  que  nous  appellerons  encore  M,, 
l'intégrale  à  l'intérieur  d'un  cercle  de  rayon  i,  et  dont  le  centre  pourra 
être  encore  désigné  par  K. 

De  même  nous  regarderons  /•  et  o  comme  les  coordonnées  polaires 
d'un  autre  point  que  nous  appellerons  encore  M  ;  et  la  dislance  MM, 
de  ces  deux  points,  dans  ce  plan,  sera  encore  égale  à  o. 
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Nous  partagerons  alors  la  surface  du  cercle  de  rayon  i  en  deux 
régions,  l'une  telle  que 

o>p,     MM,>kM,,     |logj^j^j=logj^, 
l'autre  telle  que 

^<p,     MM,<lvM„      |log^|=log^. 

Ces  deux  régions  seront  séparées  l'une  de  l'autre  par  la  droite  -, 
perpendiculaire  au  milieu  de  MK. 

L'intégrale,  étendue  à  la  première  région,  est  plus  grande  que  l'in- 
tégrale étendue  à  la  seconde  région. 

En  premier  lieu,  le  champ  d'intégration  est  plus  grand:  en  second 
lieu,  si  nous  envisageons  deux  points  M,  symétriques  l'un  de  l'autre, 
par  rapport  à  -,  et  situés,  l'un  dans  la  première  région,  l'autre  dans 
la  seconde,  nous  remarquerons  que  la  valeur  de 


p'og'p 


est  plus  grande  pour  le  premier  de  ces  points  que  pour  le  second,  tan- 
dis que  la  valeur  de 

Ilot  " 


PI 


est  la  même  pour  les  deux. 

Notre  intégrale  est  donc  plus  petite  que 


,    ri,       0       dodt 
^0      \  loa  -  — ,     , 

J         "   P    Pl'og  ? 


l'intégration  étant  étendue  à  la  première  région  seulement.  Mais  dans 
cette  région  on  a 

I,       oj        ,       0        ,       MM,      .,       KM,-f-MK 

|l0g   -|   =   log  -   =  log  j^   <l0g— j-^^y— 

Jouin.  de  Math,  ('y  série),  lomc  IV.  —  F.isc.  Il,  1898.  24 
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Donc,  notre  intégrale  est  plus  petite  que 

ou  o  fortiori  plus  petite  que  la  même  intégrale  étendue  au  cercle  de 
rayon  II  tout  entier,  c'est-à-dire  que 


\T.hf     l0g(l+-^ 


d? 


pllog^pl 
Décomposons  l'intégrale  de  la  façon  suivante 

r--  -Ro  ,.« 

,/   =/  -./    -.(  ■ 

La  lettre  R^  désigne  une  quantité  que  nous  déterminerons  plus 
complètement  plus  tard,  mais  qui  doit  être  >  /•. 

Considérons  d'abord  la  troisième  intégrale  prise  de  R„  à  H  ;  entre 
ces  limites  on  a 

log(.  +  f)<^- 
L'intégrale  est  donc  plus  petite  que 

Envisageons  maintenant  la  seconde  intégrale  prise  de  /•  à  1{„;  entre 
ces  limites  on  a 


'•<?-       log(l   -+-'-)    <log  2, 

•l  l'intégrale  est  plus  petite  que 

I  /'      dçt        _  log2  /       I        _       1      \  ^     '"g>- 

^'^"Jpllog'pl  ~      2     hog^Uo        log-^/;^-..log=R/ 

Venons  enfin  à  la  troisième  intégrale  prise  deoà  /•;  entre  ces  liuiil( 
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on  a 


p<r;      log(^i  +  :  j  =  Iog(^,  +  £j  +  log^<  10^24- logi'. 
L'intégrale  est  donc  plus  petite  que 

I0-2  f '^ h   Tlo''  -       ^P       =  i£Sl  ' 

..'Pl'og'pl  J  »pp|l0g'p|  log-^/-    "^    2|    log/-|' 

Notre  intégrale  est  donc  plus  petite  que 

/_/,',  71  '  4'ï^loir2  a  7:6 

Ko  f      log-^Ko  ^      log-'r      ^|log/-| 

et  cela  quel  que  soit  R„  ;  en  prenant,  par  exemple,  R„  =  yr,  on  voit 
que  notre  intégrale  est  de  Tordre  de  grandeur  de 


logiMKI 


Supposons  maintenant  M  très  voisin  de  P,. 

Nous  pouvons  trouver  une  quantité  positive  H  telle  que  Ion  ait 
constamment 

I  G  I  <  Ilog.MM,  I  -f- 1  logMP,  !  +  log  I  KM,  I  +  H, 

et,  en  elfet,  si  Tune  des  distances  MM,,  MP,,  KM,  est  très  petite  (par 
exemple  MM,  ),  G  est  égal  à  ±  logMM,  +  une  quantité  finie. 

Si  deux  de  ces  distances  sont  très  petites,  par  exemple  MP,  et  KM,, 
nous  pouvons  ramener  au  cas  précédent  en  introduisant  un  point  auxi- 
liaire K'  et  écrivant 

(.(M,  K;  M, ,  P,  )  =.  G(M,  K  ;  M , ,  P,  )  +  (  ;  (  K  ,  K  ;  M  , ,  P,  ). 

Pour  chacune  des  fonctions  G  qui  entrent  dans  le  second  membre, 
une  seule  des  distances  est  très  petite. 
Or  les  intégrales 

JuC,cko,     J]logMM,\-C,(ko,,      /"loglKM,  l'Cr/co, 
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sont  finies;  l'intcgrale 


f\  logMP,  1 1,  f/co,  =  I  logMP,  I  f'C,  dto, 


esl  de  l'ordre  de  |  logMP,  |. 

D'où  cette  conséquence  :  Tintégrale 


f\G\i:,d<., 


est  finie,  sauf  dans  le  voisinage  du  point  K  où  elle  est  de  l'ordre  de 

— — TTi—  et  dans  le  voisinage  du  point  P,  où  elle  est  de  l'ordre  de 

|logiMK(  ''  '■ 

I  logMP,  1- 

Il  existe  donc  une  quantité  b'  telle  que 

jlGU,./co,</.  \j^^^[ 

et,  par  conséquent,  telle  que 
(3;  \u\<ccyb' 

Si  nous  posons  maintenant 


,,,  1  logMP, 
lo-MK 


et  si  nous  observons  quon  peut  trouver  une  quantité  i  telle  que 

l  ^'  Ilog.MP,  I' 
il  viendra 

(4)  |?'l<aY         (y.  =  h'z). 

Soit  donc  y'  le  maximum  de  |  o'  |,  nous  pourrons  IrouNcr  une  cpiaii- 
lité  a  ne  dépendant  que  des  points  K  cl  V,  c\  Iclle  ([ue  l'on  ail  tou- 
jours 

(5)  ,  Y'<='Y. 
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Considérons  maintenant  l'équation 

(6)  D;/  =  X-/j«  +  ç, 

et  proposons-nous  clc  trouver  une  solution  u  de  cette  équation  qui 
s'annule  au  point  K  et  puisse  devenir  au  point  P,  infinie  comme 
logMP,. 

Proposons-nous  de  développer  cette  solution  suivant  les  puissances 
de  X  et  soit 

(7)  «  =  //„  + X«, -t- X-«,  + 

Nous  aurons,  en  introduisant  une  série  de  fonctions  9,,,  9,,  ...,  la 
série  d'équations  suivantes  : 

'Co-2  =  "1  "1  ;  D  M.  =  'Ço..  ; 


que  Ton  traitera  comme  l'équation  (  i). 

Si   alors  |9„|  est  limité  et  que  y„  soit  son  maximum,  si  y^  est  le 
maximum  de  |  cp^  |  on  aura,  en  vertu  des  inégalités  (5)  et  (?)), 

Ya<  '>-Ya-,  <  y-''yo ;        |  «a I  <  ^ây^MK  |  log-Ml',  |. 

La  série  (7)  est  donc  convergente  pourvu  que 

Xa<i 

et  elle  nous  fournit  la  solution  de  l'équation  (6). 
Si  l'on  avait  eu 

I  'C'^„dio  =      'Co,d(i>  =  ..  .=  jC^^cko  =  .  .  .  =  n. 

les  fonctions  u„,  «,,  ...  auraient  été  indépendantes  de  la  position  du 
point  P,  ainsi  que  je  l'ai  expliqué  dans  le  §  VT;  nous  aurions  donc  pu 
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affirmer  que  ces  fonctions,  et  par  conséquent  la  fonction  u,  demeurent 
finies,  même  au  point  P,.  C'est  le  raisonnement  de  la  lin  du  §  N  I. 
Prenons  maintenant  léqualion 

(8  )  Du  =  >.r,  ?/  +  o  4-  ai/  : 

ç  et  ■])  sont  deux  fonctions  données;  [x  est  une  constante  indéterminée 
que  je  supposerai  développée  suivant  les  puissances  de  >.. 

(X  ^  [Jl.„  +  Au.,  +  A-  IXo  +  .  .  . , 

et  il  s'agit  de  déterminer  u  et  m  de  façon  que  u  soit  partout  fini  et  s'an- 
nule en  K. 

Je  suppose  que  /  i/^/w  ne  soit  pas  nul. 

Nous  avons  la  suite  d'équations 

/  ç.     (k<ù  -+-  a,,  /  'i/^/oj  =  o  ;  ';^o„  ^  z,      -i-  Lt.,/1/:  1)  //„  =  '^Too; 

I  r//„ (foj  —  u I  f  l il<o  =  <  1  ;  I9 1  =  ■';  ''o  +  I-"-!  'I  •  I  *  "1  =  -^91; 

que  l'on  traitera  comme  l'équation  (i):  les  propriétés  de  l'équation  (  i) 
subsisteront,  mais  il  y  a  plus;  à  cause  de  la  relation 

/  "Ço/,  (ho  =  o , 

la  fonction  «<  ne  dépendra  pas  de  la  position  du  point  P,,  de  telle  fa- 
çon qu'en  choisissant  convenablement  la  constante  b',  l'inégalité  (2) 
pourra  être  remplacée  par  la  suivante 

r      ^  b'fi. 


.logMKj 
ce  qui  nous  permet  d'écrire 


\jr^it^d(i}    <£  Ya 
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t'  étant  une  nouvelle  constante,  et  enfin 

I  Lf-A^i  I  <  ï"YA' 

en  désignant  par  '—  la  valeur  de     /  '^rfoj  • 

Soit  a'  une  quantité  plus  grande  que  le  maximum  de     -^  >   nous 
avons 

et  nous  pouvons  trouver  une  quantité  a  ne  dépendant  que  du  point  K, 
telle  que 

^  =  a|logMK|. 
Il  viendra  alors 

La  série  (7)  converge  donc  pourvu  que 

A(a  +  y.'£"  ) -<  I .  C.Q.F.D. 

Enonçons  le  résultat  obtenu. 

On  peut  satisfaire  à  l'équation  (8)  et  cela  de  telle  faron  que  a 
s'annule  en  K  et  soif  toujours  Jîni,  pou/ru  que  les  /rtppo/is 

1    JÎ 

soient  limités. 

Soit  maintenant  f  une  fonction  délinie  de  la  façon  sui\;iiilc  ; 

Traçons  autour  de  K  une  petite  courbe  fermée,  et  soit  A  la  \  aleur 
de  Z  qui  correspond  au  sommet  de  deuxième  espèce  K. 

A  l'intérieur  de  la  petite  courbe,  c  sera  égal  à  log   ^ r-  • 

A  l'extérieur  v  ne  pourra  s'annuler  ni  devenir  infini. 
Enfin  partout,  sauf  au  point  K,  v  est  fini  ainsi  que  ses  dérivi'cs  des 
trois  premiers  ordres. 

Soit  h  un  exposant  constant  quelconque. 
A  rintérieur  de  la  petite  courbe,  on  aura 

D."  =  Ap^^;  a,"  =  'l^Ii^Joii 


du>'  "  |Z— A|-      »        |Z  — Aj 
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Faisons  d'abord  une  hypothèse  particulière  sur  yj  et  supposons  qu'à 
l'intérieur  de  la  petite  courbe  y]  se  réduise  à 

1 ffe 

I  dio 


AIMos' 


Z  — AI 


J'appellerai  y]„  cette  fonction  -q  particulière  satisfaisant  à  cette  con- 
dition. 

Il  est  clair  alors  qu'on  aura,  à  Tintérieur  de  la  petite  courbe, 

Dp''  =  'k-q„v'' 
si  l'on  suppose 

X  =  //(A  -  i). 
Je  jjuis  donc  poser 

Di-''  =  A-/]„c''+'}, 

j/  étant  nul  à  Fintérieur  de  la  petite  courbe  et  restant  fini  à  Textérieur 
de  cette  courbe,  sauf  aux  sommets  de  troisième  espèce,  où  le  rapport 

—  et,  par  conséquent,  le  rapport    ^    restent  finis. 

Supposons  donc  que  Ton  ait  réipialion 

(8  bis)  Du  =  À'-/iu «  +  cp  -I-  [JL'J/, 

où  ^   est  limité  et  où  ,[/  est  la  fonction  que  nous  venons  de  définir. 

Dans  cette  équation,  [jl  est  une  constante  indéterminée  de  sorte  que 
l'équation  est  de  même  forme  que  l'équation  (8).  Mais  nous  devons 
faire  plusieurs  remarques  : 

1°  L'intégrale  /  ■liko  ne  peut  être  nulle;  on  a,  en  ellcl, 


/  '\/(k<y  =  —  X  /  t]nv''dM , 


et  y]o  et  v  sont  essenliellenienl  positifs. 

2°  La  fonction  '\i  dépend  de  A;  clic  est  même  dévelo|)p;d)lc  suivant 
les  puissances  de  A;  en  eiret,  on  trouve  aisément 

Dv''  =  Ac''-'  Dr  +  h(l,  -  i)f''--  E(i-,  v). 
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On  voit  que  h  est  développable  suivant  les  puissances  de  À,  et  qu'il 
en  est  de  même  de  v*"  à  l'extérieur  de  la  pelile  courbe^  puisque  dans 
cette  rég-ion  v  ne  devient  ni  nul  ni  infini  ;  il  en  est  donc  aussi  de  même 
deDr^ 

A  Tintérieur  de  la  petite  courbe  'l^  est  nul,  et  à  rextérieur 

sera  développable  suivant  les  puissances  de  À. 
^  On  pourra  alors  résoudre  l'équation  (8  bis)  de  telle  façon  que  a 
s'annule  au  point  K,  pourvu  que 

X'(a  4-a'£")<  I. 

Dans  cette  inégalité,  a  ne  dépend  que  de  la  position  du  point  K, 
elle  ne  dépend  donc  pas  de  A;  il  en  est  de  même  de  la  quantité  i 
définie  plus  haut  ;  mais  il  n'en  est  pas  de  même  de  a'  et  de  ~ 

En  effet,  x'  doit  être  plus  grand  que  le  maximum  de  1^1  et  -  est 
\  r        \  lu      e 

égal  à     /  ■\id(M\. 

Or  nous  avons 

A  l'intérieur  de  la  petite  courbe  ■]/  est  nul:  à  l'extérieur  ^°  est 
limité. 

Nous  avons 

K  =  h{lt  -  i); 

cette  équation,  considérée  comme  déterminant  h,  admet  deux  ra- 
cines, l'une  négative,  l'autre  positive  (puisque  nous  supposons  \  po- 
sitif). Nous  prendrons  la  racine  négative;  cetic  racine  est  plus  petite 
que  A  en  valeur  absolue. 

Si  alors  p„  est  la  plus  petite  valeur  à  l'extérieur  de  la  petite  courbe, 
on  pourra  trouver  une  constante  A  telle  que 

|||<AXc-t 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  IV.  —  Fasc.  II,  1898.  2$ 


194  !'•     POINCARE. 

Si  maintenant  nous  envisageons 

/  ■]>  cko  =  —  X  /  -/]„  i'''  c/co, 
nous  voyons  que  cette  expression  est  plus  grande  en  valeur  absolue 

(JUC 

l'intégrale  étant  étendue,  non  plus  à  la  surface  de  Klein  tout  entière, 
mais  à  rextérieur  de  la  petite  courbe,  et,  en  effet,  les  éléments  de 
l'intégrale  suppi'imés  sont  essentiellement  positifs. 

Si   r,   est  la  plus    grande   valeur  de   c  à    l'extérieur  de   la  petite 
courbe,  on  aura,  puisque  h  est  négatif, 

et,  par  conséquent, 

A  /"■/■;„  i'-^  f/oj  >  Ar'l'  T-/],,  Jm 


|r'j/rfco|>BAc^', 


B  étant  une  constante. 

La  condition  à  laquelle  doit  satisfaire  -^  est 

Si,  en  effet,  celle  condition  est  remplie,  on  aura  cerlainemcnt 

a'  ]>  max.  de  ^  • 
\ous  supposerons 

A„  ('taul  une  coustanl(î  et 

rt't"  _  A /roV'» 

où  /to  est  la  valeur  de  h  qui  correspond  à  A„  de  telle  soi'le  (|ue 
A„  =  //„(//„  -  i). 
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Alors  la  condilioii  imposée  à -77-  sera  bien  reiiiplie,  et  celle  quaii- 

tité  est  devenue  indépendanle  de  A. 

Alors  on  pourra  satisfaire  à  réquation  (8  bis),  pourvu  (pic 

A'(a  +  a'c")<i. 

Supposons  donc  que  nous  ayons  à  la  fois 

\  <  A„,  A(a  +  a'  £")<  i ,  A  =  X'. 

el  soit  u  la  solution  de  l'équation  (8  bi.s)\  ou  aura,  puisque  nous  sup- 
]iosons  A  ^  A', 

D  u  =  A-^„  w'  +  o  +  u'I», 

cl  la  valeur  de  u.  ne  sera  pas  infinie. 
On  a,  d'ailleurs, 

Si  donc  nous  posons 

u  =  u'  —  ai*, 
il  viendra 

(  ())  D«  =  Ar,„// +  2/. 

D'ailleurs  u  ne  devient  pas  infini  au  point  K,  mais,  au  eonliairc.  s'y 
annule;  car  w' et  r'^  (l'exposant//  étant  négatif)  s'y  annulent  l'un  et 
l'autre. 

On  peut  donc  résoudre  l'équation  (9),  pourvu  (pie    ||  soil  limité. 

Nous  avons,  il  est  vrai,  fait  une  hypothèse  toute  particulière  sui'  la 
fonction  r,,  supposée  égale  à  rj„;  posons  donc  l'équation  plus  générale 

(10  j  D  w  =  Tj»  4-  o, 

je  dis  qu'on  saura  également  l'intégrer. 
Posons,  en  efïet, 

-/;  =  Ar,„  +  r/, 

en  attribuant  à  A  une  valeur  assez  petite  pour  qu'on  ait 

A<A„,  Aa<i, 
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cl  que,  par  conséquent,  on  puisse  inlégrer  l'équation  (9).  ICnvisa- 
geons  Téquation 

(11)  D«  =  (Xy];, -t- aT/)w  +  9. 

On  peut  assimiler  cette  équation  à  léquation  (6)  du  paragraphe 
précédent,  l'équation  (9)  étant  elle-même  assimilée  à  l'équation  (5) 
du  même  paragraphe. 

Le  rapport  ~  est,  d'ailleurs,  limité. 

On  voit  donc,  parle  raisonnement  du  paragraphe  précédent,  (pie 
Ton  saura  intégrer  (11)  pourvu  que  li.  soit  assez  petit;  et  ensuite,  en 
répétant,  le  raisonnement  applicjué  à  l'équation  (g)  à  la  lin  du  même 
paragraphe,  que  l'on  sait  encore  intégrer  (i  i),  quelle  que  soit  hi  valeur 
attribuée  à  p.,  et  en  particulier  pour  [j.  =  i . 

On  sait  donc  intégrer  l'équation  (10). 

Le  théorème  une  fois  établi  pour  le  cas  où  il  n'y  a  qu'un  soinmel  de 
troisième  espèce,  la  méthode  de  M.  Picard  permettrait  facilement  de 
le  généraliser  quel  que  soit  le  nombre  de  ces  sommets. 

Mais  je  préfère  arriver  directement  au  résultat;  je  suivrai  une  voie 
peu  différente  de  celle  qui  m'a  servi  dans  le  cas  particulier  traité 
d'abord  et  que  je  pourrais  suivre  encore,  si  je  ne  craignais  de  trop  me 
répéter. 

Je  supposerai  deuv  sommets  de  troisième  espèce  Iv  et  Iv,. 

La  fonction  -q  sera  partout  positive;  elle  ne  deviendra  infinie  (pi'aux 
sommets   de    deuxième    et   de   troisième    espèce;    aux    sommets  de 

deuxième  espèce,  elle  sera  infinie  de  l'ordre  1  —  -\  en  K  elle  sera 

inlinie  de  l'ordre 

I 
MKMog^MK' 

et,  de  i)lus,  déveloi)pable  suivant  les  iMiissances  de  MK  et  de    , — rnrl 
^         i       '  1 1  I  I  logMK  I 

et  de  même  en  K, . 

La  fonction  '(  sera  partoul  positive  et  le  rapport 

MlosMk  loL'MK,  I 
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sera  limité,   rlo  telle  façon  qiraii  point  K,   par  exemple.  'Ç  sera  (!.• 
l'ordre  de 


MkMog'MK 


On  verrait  alors,  comme  plus  haut,  qu'on  peut  trouver  une  con- 
stante b'  telle  que 

/!:,rfco.iG(M,Iv;    M^POK^-'llg^l^ 

/r,  r/co.  I  G(M,  K,  ;  M,,  P,)|<  6' llg^' |. 

Soit  ensuite  o  une  fonction  satisfaisant  aux  conditions 

(i2j     j'l'^chi  =  o;     yo.(:,G(K,,K;M,,P,)./w,  =o         1 9 1<  y, 

et  soil 

;/=yo,CG(M,  K;M,,P,)f/w,. 

A  cause  des  relations  (12),  on  aura  également 

?/=-Jç,(:,G(M,  K,;M,,P,)rfco, 

=  Jo,r,G(M,  K;  M,,  P,)rfco,  =y9,!:.G(M,K,;  .M,,P,V/to,, 

P,  étant  un  autre  point  arbitraire   de  la  surface  de  Klein.  On  pourra 
donc  trouver  une  constante  //  telle  que  l'on  ait  à  la  fois 

I  „i  ^  //.,  l'os^lP.  I  I     \^i,    llosMP,  I 

l"l<^T|i^iÂrKj'      l"l<^v|i4ÂîK-;|- 

En  d'autres  termes,  u  est  fini  même  dans  le  voisinage  de  P,  el  de  P., 
et  très  petit  de  l'ordre  de  ^^-l^ ,  ^j-l^,  dans  le  voislnag-  de  Iv 
et  K,. 
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On  aura  donc,  en  choisissant  convenablement  la  constante  //', 


[logMK.  logMKil 


soit  Y  le  maximum   de  |cp'i;    cl  ^  celui   de  ^  n^gMKi^gMk  |  '    ^°"' 
aurons 

(>3)  T'<='T 

inégalité  analogue  à  (5). 

Cela  posé,  envisageons  Fcquation 

(i4)  Du  =  k-qu  -h  o  -h  [/.'}  +  ;j.''|', 

où  3,  'l»,  ']/'  sont  des  fonctions  données;  u.  cl  [j.'  des  conslanlos  indéter- 
minées. 

Peut- on  l'intégrer  de  façon  que  u  soit  toujours  lini? 

Nous  supposerons  : 

i"  Que  les  rapports  |,   ^,  "^  sont  limités; 

2"  Que  les  intégrales 

yV f/co,     J^,G(K,K,,  M,,  P,V/w, 

sont  différentes  de  zéro; 

J'écrirai,  pour  abréger,  g  au  lieu  de  G(K,  K.,,  M,,  P,  ); 
3°  Que 

l  ■\id(x>  =  /  cpf/o)  =  o. 

Nous  supposerons  //,  u.  cl  [jl'  développés  suivant  les  [)uissanccs  de  X. 
M  =  w„ -4-X«, -h...,  jx  =  [j-o -f- A[j., -h...,  a' =  u.|, -H  Au.',  4- . . .  . 
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iVous  aurons  la  suite  d'équations 

a^  =  o,  o,  g  (ko ,  +  au  /  '-l^  I  g(l(>^i  =  fi. 

/  Tj  //„  c/oj  -I-  a\  I  ■\i'(ko  =  o,         T,  //„  4-  ul',  ■!>'  =  z,', 
y  o;  o-f/co,  4-  a,  f'^i.gdiM,  =  o, 

■/)  ?/„  +  a .  '1  +  u.;  '!'  =  ::  ?; ,      d«  ,  =  r  o;, , 

/■/;«,  f/co  H-  ix^  hydoi  ~  o,         t,  « ,  H-  a^ 'l'  =9". 

/  o'[gd(x),  -+-  a.,  /  1,  of/o),  =  o, 

Tj  W ,  H-  a,  '^  +  a^  '1'  =  "C 9Ù  »  D;/,  =  "C  9;; . 

Bien  entendu,  |,,  o',,  9'^,  .  ..  représentent  les  valeurs  que  prcnneni 
les  fonctions  ■]/,  cp',  9",  . . .  quand  le  point  M  vient  en  M,. 

On  voit  que  Ço;  90?  9«,  •  •  •  n'ont  aucun  rapport  avec  9,,  9^,  o^,  . .  . 
ou  avec  9,  9',  o",  . . . 

Soient  yo,  y,,  y^,  . . .,  les  maxima  de  9„,  9'^,  9,;,  .... 

J'aurai  d'abord 


"o|< 


b"  -[o 


IlogMK.IogMK,  1 
d'où  je  conclus  que  je  puis  trouver  une  constante  c  telle  que 

\j  "';«of/w|<cy„, 

el  comme  /  l'^/oj  est  une  constante  différente  de  zéro,  je  puis  trouver 
une  constante  c'  telle  que 

!^'.  <c'Yo. 

Si  alors  [i  et  [i'  sont  les  maxima  de 

?|IogIMKlogMK,|     ^^     Itr 
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on  aura 


Or  rinlégrale  h  =  l'C^^db^,  est  une  constante  finie,   et  l'intéiJrale 
//'=  /  'j/i^'f/coi  est  une  constante  différente  de  zéro.  On  a  donc 

[/'cp;o-rfco,|<(p+c'[3')Ay„ 


el 


Or 


Si  3  "  est  le  maximum  de  \t\ ,  il  viendra 

I  ?;  !<[?+(?+«'?')  ^+^'?']  Y.. 


a  =  (P  +  c'P')(^  +  ^ 


ou,  en  posant 

-    «  =  (p  + 

Y.  <aYo; 
on  trouverait  de  même 

Y2<aY,, 
ou,  plus  généralement, 

Y*<^-Ya-,- 
Nous  vovons  que  la  série 

converge  pour 

Aa<i, 
et  comme 

//  I  .^  ^"'"' 

*i  ^  llogMk.logiMIv,  I' 

il  en  sera  de  même  de  la  série 

^]  Aa"a- 
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Traçons  maintenant  autour  de  K  et  de  K,  deux  petites  courbes  fer- 
mées. Soit  d'ailleurs  v  une  fonction  déOnie  comme  il  suit. 

Je  désigne  par  A  et  A,  les  valeurs  de  Z  correspondant  aux  deux 
points  K  et  K,. 

A  Tintérieur  de  la  petite  courbe  entourant  K,  on  aura 

A  l'intérieur  de  la  seconde  petite  courbe,  r  est  partout  nul. 
A  l'extérieur  des  deux  courbes,  c  ne  peut  s'annuler  ni  devenir  infini. 
Enfin  V  est  partout  fini  ainsi  cpie  ses  dérivées  des  trois  premiers  ordres. 
Nous  poserons  ensuite 

ex  =  A  (/,-,); 

C  étant  la  valeur  cjue  prend  y]  |  Z  —  A  j-  log^  |  Z  —  A  |  au  point  K  et  h 
étant  la  racine  négative  de  cette  équation  du  second  degré;  soit 

.le  dis  que  la  fonction  -  est  limitée. 

En  effet,  c'est  seulement  au  point  K  que  le  rapport  -  pourrait  deve- 
nir infini. 

Or,  dans  le  voisinage  du  point  K,  la  fonction  y],  par  hypothèse,  est 
dévcloppable  suivant  les  puissances  entières  croissantes  (positives  ou 
négatives)  de 

(Z-A),     (Z„-A„)     et      ^ ; 

il  en  est  de  même  de 


Z  —  A  U 


et,  par  conséquent,  de 

Oloi 


Z-A 


Dans  le  développement  de  0,  les  termes  qui  sont  de  l'ordre  le  plus 

Journ.  de  Math.  (5»  série),  tome  IV.  —  Fasc.  II,  iSiiS.  2D 
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élevé,  c'est-à-dire  de  Tordre  de 


se  délruisent,  et  les  termes  de  Tordre  immédiatement  inférieur,  c'est- 
à-dire  de  Tordre  de 

I Z  -  A  ]--  log-^+^  I  ^.-^  I  ' 

seront  très  petits  par  rapport   à   C   (puisque  li   est  nép;atif);   donc - 

reste  fini.  c.  q.  f.  d. 

Soit  maintenant  v  '  une  fonction  engendrée  comme  f,  mais  de  telle 
façon  que  le  point  K,  joue  le  rôle  du  point  K  et  inversement,  c'est- 
à-dire  que  Ton  ait  à  l'intérieur  de  la  première  petite  courbe 


et  à  Tintérieur  de  la  seconde 


/  =  loff 


''IZ-A.I 

Soit  C  la  (piantité  qui  joue,  par  rapport  à  K,,  le  même  rôle  (|ue  C 
par  rapport  à  K;  soit  enfin  h'  la  racine  négative  de  Téqualion 

C'k  =  h'{h'  -i) 
et  posons 

Dp''''=Xr,t'"''-i-0'; 

6'        ,-     ■   . 
nous  verrons  encore  que  y  est  Imiite. 

Soient  maintenant  1/  et  'li'  deux  combinaisons  linéaires  de  0  et  0 

■|  =«0  -H  cO  , 

.le  dis  qu'on  peut  choisir  les  coenicienls  constants  r/,  b,  r,  d  de  telle 
façon  que 

l'\idxo^=o,  /'j/V/co^o,  I  higdijùf^o. 
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J'oiir  quo  cela  fùl  impossible,  il  faudrait  en  elTet  que  l'on  eût  :  ou  bien 

fOdoi  =  I  VdùJ  =  o 
ou  bien 

/  Qcko  I  ()\  gdu),  —  I  (ydoj  I  0,  Kdoj,  =  o. 

Comme  r  et  v'  sont  arbitraires  sur  une  partie  de  la  surface  de  Klein, 
on  pourra  toujours  s'arranger  de  façon  que  cela  n'ait  pas  lieu. 

Seulement  il  importe  de  remarquer  que  ■]/  et  '.j^'  dépendent  de  '/.;  le 

rapport  entre  le  maximum  de  ^   et     /  '\/,  Lcdto,    ,  et  le  rapport  entre  le 

nuiximum  de    -jr    et     /  '^du)    dépendent  aussi  de  A. 

Il  importe  de  rechercher  si  ces  rapports  ne  deviennent  pas  infinis 
(juand  A  s'annule. 

Cherchons  donc  les  limites  de  ^  et  y  pour  X  ^  o. 
Pour  cela  nous  nous  servirons  de  la  formule 

Dp^  =  hi''-'  Dr  4-  h(h  -  i)t'*-^  E(r,  p). 

Si  l'on  tient  compte  alors  de 

Dt.'^  =  ATj  r^  +  0  ;  ex  =  /*(/;-  I ). 

il  viendra,  en  divisant  par  X  et  faisant  tendre  X  vers  o, 

—  C 1-  C        .       =  T  -+-  hm  :-  ■ 

r  c-  '  >. 

Si  nous  appelons  0^  et  0|,  les  limites  de  t  et  y;  nous  vovons  (jue  les 

Q         6' 
fonctions  yCt-^  sont  limitées;  en  elTet,  dans  le  voisinage  des  points 

K  et  K,,  Dp  s'annule  et  la  différence 
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est,  au  plus,  de  Tordre  de 


Z  -  A  I-  log 


»    |Z  — Al 

c'esl-à-dire  de  l'ordre  de  'Ç. 

D'aulre  part,  comme  v  et  v'  sont  arbitraires  sur  une  partie  de  la 
surface  de  Klein,  nous  pourrons  nous  arranger  pour  que  l'on  n'ait  pas 

/  0„  C/CO  =    /  0„  dix)  =  G, 

/  0„  (Im  /  O;,  ,  g  (ko,  —  /  O;,  (ko  ffh,^,g  <:/w,  =  o, 

c'esL-à-dire  que  l'on  peut  s'arranger  pour  que  les  rapports  dont  il  a 
été  question  plus  haut  ne  deviennent  pas  infinis  (piand  \  s'annule. 
Formons  alors  l'équation 

( 1 5 )  Bu  =  A' Tj  u  +  o  -\-  [j.'^  -H  [>.'  'Il' . 

C'est  l'équation  (i4),  sauf  qu'on  a  changé  'k  en  A':  elle  est  donc 
intégrable  pourvu  que 

À'  a  <  I . 

La  quantité  a  a  été  définie  plus  haut;  elle  est  seulement  assujettie  à 
avoir  une  limite  inférieure.  Mais  cette  limite  inférieure  dépend  de  A 
puisque  '\i  et  •>];'  dépendent  de  X. 

Toutefois,  elle  ne  deviendra  pas  infinie  pour  X  =  o,  puisfpi'il  en  est 
ainsi  des  deux  rapports  dont  il  a  été  question  plus  haut. 

Donc,  si  nous  faisons  varier  X  de  o  à  X„,  cette  limite  inférieure  res- 
tera plus  petite  qu'une  certaine  quantité  j3,  et  il  suffira  de  ])rendre  a 
indépendant  deXet  plus  grand  que  p,  pour  que  nous  puissions  affirmer 
que  notre  équation  (i5)  est  intégrable  toutes  les  fois  que 

a  A'  <  I . 

Soit  it„  la  solution  de  celte  équation  (i  5),  et  soit  maintenant  léipia- 
tion 

(  I (3 )  Dw  =  Xtj  w  4-  ç,  j  r^(l(x>  z^  o. 
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On  résoudra  cette  équation  en  faisant 

"  =  w„  —  u,(m-''  +  cv'''")  —  [x'{lw''  -h  f/f"''), 

en  ayant  soin  de  faire 

A'  =  A, 

cl  cela  sera  permis  pourvu  que 

X'=A<A,„  >/=X^l. 

On  remarquera  quelques  différences  entre  la  démonstration  que  j"ai 
donnée  dans  le  cas  d'un  seul  sommet  de  troisième  espèce  et  celle  que 
j'ai  donnée  dans  le  cas  de  deux  sommets. 

Dans  la  première,  j'ai  employé  un  détour  en  me  servant  de  la  fonc- 
tion auxiliaire  Y]„;  dans  la  seconde,  j'ai  évité  ce  détour,  mais  j'ai  dû 
supposer  que  y;  était  d'une  forme  particulière,  c'est-à-dire  développable 

suivant  les  puissances  croissantes  de  Z  —  A,  Z„  —  A„, '  relie 

'     "  "'  logjZ  — A| 

condition  est  d'ailleurs  remplie  dans  les  applications  que  nous  aurons 
à  faire. 

J'aurais  pu  tout  aussi  bien  faire  le  contraire,  mais  j'ai  voulu  donner 
un  exemple  de  deux  procédés  différents  de  démonsTration. 

Si  l'équation  (r6)  est  intégrable  pour  Tcp  f/(o  =  o,  elle  le  sera  égale- 
ment quand  cette  condition  ne  sera  pas  remplie,  car  nous  pouvons 
trouver  une  fonction  v-  telle  que 

/  rjif/co^o. 

Nous  pouvons  ensuite  choisir  la  constante  u.  de  telle  sorle  que 

\>-J  (Dv  —  A-/;f)  f/w  =  —  Au.  Al-  dio  =  (o  (Im. 

Nous  pourrons  alors  intégrer  Téquation 
(i^)  Dw  =  Ar,«  -T-  [9  -  iJ.(  Df  -  Aï,r  )|. 
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qui  satisfait  à  la  condition 


/  [o  —  tt(Dp  —  Ar,t')]  ck'i  =  G. 


L'inlcgrale  de  (iG)  est  alors  égale  à  l'intégrale  de  (17)  augmentée 
de  [i.f. 

En  résumé,  ce  que  nous  avons  dit  au  paragraphe  précédent  de 
l'équation  (i)  reste  vrai  quand  il  y  a  des  sommets  de  troisième  espèce  ; 
ce  que  nous  avons  dit  dans  ce  même  paragraphe  des  équations  (5), 
(6)  et  (9)  reste  donc  vrai  également. 

Nous  pouvons  nous  résumer  en  disant  que  léquation 

(  I  -  )  D  w  =  r,  f/  —  o 

est  susceptible  détrc  intégrée.  Ce  résultat  n'est  établi  juscjuici  qu'en 

supposant  que  le  rapport  ^  est  limité. 

Je  dis  maintenant  qu'il  sera  vrai  encore  pourvu  que  le  rapport  -  soit 
limité  et  partout  bien  déterminé. 
Nous  avons,  en  efTet, 


Le  rapport  ^  est  fini,  sauf  aux  sommets  de  troisième  espèce  ;  nous 

n'avons  donc  qu'à  examiner  ce  qui  se  passe  dans  le  voisinage  de  l'un 
de  ces  sommets. 

Nous  avons  supposé  plus  haut  que,  dans  ce  voisinage,  rj  est  déve- 
loppable  suivant  les  puissances  croissantes  de 

Z  —  A,     Z„  —  Ap, 


log|Z-A| 

Nous  supposerons  (ju'il  en  est  de  même  de  o. 

Si,  alors,  nous  appelons  a  la  valeur  du  rapport  ^  au  somuai  di 
troisième  espèce  K  et  fpie  nous  posions 

9  =  «ifj  -4-0,, 
le  rapport -~r'  restera  Uni  au  point  K. 
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Supposons  donc,  pour  fixer  les  idées,  deux  sommets  de  troisième 
espèce  K  et  Iv,  ;  soient  a  et  «,  les  valeurs  de  °  aux  points  K  et  K, . 

Soit  V  une  fonction  quelconque,  linic  et  continue  ainsi  que  ses  déri- 
vées des  trois  premiers  ordres  et  prenant  les  valeurs  a  et  a,  aux  points 
K  et  K,  ;  on  aura 

(i8)  D(«-  ^)  =  -ri{u  -  r)  — (9  --^1'+  Dr). 

Comme  le  rapport 

o  —  -r,  ('  +  De 


reste  fini  aux  points  K  et  K,,  on  saura  intégrer  l'équation  (i8)  et,  par 
consécjuent,  l'équation  (17). 

IX.  —  Application  du  calcul  des  variations. 

.l'arrivé  à  l'étude  de  l'écpiation 

(0  DU  =  Oe'^-<I) 

dont,  nous  l'avons  vu,  dépend  le  problème  de  la  formation  des  fonc- 
tions fuchsicnnes. 

Mais,  avant  de  démontrer  par  des  procédés  rigoureux  Tinlégrabilité 
de  cette  équation,  je  veux  d'abord  la  faire  pressentir  par  un  de  ces 
aperçus  fondés  sur  le  calcul  des  variations  dont  on  fait  ([uelquefois 
usage  en  Physique  mathématique. 

Pour  cela,  je  suppose  d'abord  que  $  soit  toujours  positif,  et  je 
donne  à  la  fonction  U  un  accroissement  infiniment  petit  SU. 

J'envisage  l'intégrale 

(2)  AUf/w(Or?"-$-DU), 

étendue  à  la  surface  de  Klein  tout  entière. 
L'intégration  par  parties  donne 


y^oU  DU  ck<,  =  -/l^CU,  m)  doj, 
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de  sorte  que  Tinlégrale  (2)  devient, 

l^cko  [( 0  e"  —  $ )  oU  +  E (  U ,  0 U  )] . 
Or 

((U^  —  (è)i[J  =  o(0e^  — $U);         E(U,  oU)  =  ^  oE(U,  U). 

Notre  intégrale  (2)  n'est  donc  autre  chose  que  la  variation  oJ,  en 
posant 

j=  A/co  r^E(U,  U)  +  Or'  -  or  l- 

La  variation  c.T  ne  peut  donc  s'annuler  sans  que  l'équation  (i)  soit 
satisfaite. 

L'intégrale  J  admet-elle  .un  minimum?  E(U,  U)  est  essentiellement 
positif:  quant  à  l'expression 

elle  atteint  son  minimum  pour 

Oe"  =  *, 

équation  à  laquelle  on  peut  satisfaire,  puisque  $  et  0  sont  toujours 
positifs. 

Le  minimum  alleinl  est 

*(,-logî). 
Donc  on  a  toujours 

J>|Wco(I)('i  — logîV 

Donc  J  a  un  minimum. 
Donc  on  peut  satisfaire  à  l'équation  (i). 

Supposons  maintenant  (pie  4'  ne  soit  plus  toujours  positif,  et  soit 
$0  la  valeur  moyenne  de  «!>,  de  telle  façon  que 


4Jo  A/oj  =  f^dw. 
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Nous  pourrons  poser  alors 

<I>  =  <!'„  +  $,, 
v\  Ton  aura 

j  <{\  (Im  =  o. 

Je  dis  qu'on  peut  satisfaire  à  l'équation  (i),  pourvu  (|uc  <I>„  soit 
positif. 

En  elîet,  puisqu'on  a 

hl>,  il  M  =  o, 

on  peut  trouver  une  fonction  a  telle  que 

D//  =  — $,. 

Posons  alors 

L  =V  +  (; 

r»!^quation  (i)  devient 

(ibùi)  DV  =  Oe'c'  — «I>„. 

On  pourra  résoudre  l'équation  (i  />/.y)  qui  est  de  même  forme  que  (  i), 
car  Oe''  est  toujours  positif  et  fp^  "^st  une  constante  positive. 
Peut-on  maintenant  résoudre  l'équation  (i)  quand 

ffpdoj  <o? 
Non;  en  elTet,  on  a 

TdU  (ko  =  o 

el,  par  conséquent, 

r$  (ko  =  f()(;^  (ko  >  o. 

Donc,  la  condition  nécessaire  et  suffisante  pour  fju'on  puisse  résoudre 
r(''(pialion  (  I  ),  c'est  que 

/*l>^/w  >  o. 

Joiirn.  de  Math.  (5'  série),  lomc  IV.  —  lasc.  II,   iSoS.  2^ 
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X.  —  L'équation  DU  =  Oef^^— *. 

Nous  allons  maintenant  donner  de  ce  résultat  une  démonstration 
rigoureuse. 

Envisageons  d'abord  Téquation 

(i)  D«  =  Oe"-s; 

supposons  qu'on  sache  l'intégrer  et  qu'elle  admette  comme  intégrale 

Il  =  «„. 

Envisageons  ensuite  l'équation 

Je  me  propose  de  chercher  à  quelles  conditions  celte  nouvelle  é([iia- 
lion  sera  intégrablc. 

Pour  cela,  je  suppose  u  développé  suivant  les  puissances  de  A  el 
j'écris 

u  =  ?/„  +  Xuy  -T-  A-  //.  -4- 

Alors  c"""«  sera  également  dévcloppable  suivant  les  puissances  de  A. 
et  je  pourrai  écrire 

t'"~"»  =  T  -1-  A  ?/ ,  +  A-  a.,  -+-  A'  «a  + 

.l'aurai  évidemment 

KV.,  =  —  ,         nv,  =  y-  +  //,  II.., 


En  général,  les  w  seront  des pulynoim-s  ciiln-rs  jxir  /a/ipor/  dur  ii/, 
cl  les  coejfficienls  de  ces  polynômes  seront  tous  positifs. 

Alors  «0,  Ux,  ...  nous  seront  donnés  successivemenl  par  les  é(pia- 


LES    FONCTIONS     FLCHSIENNES     ET    l'ÉQIATION    \u  =  f" .  2ri 

lions 

D«3  =  Or""(//3  +  a\,), 


Nous  avons  supposé  qu'on  savait  in légrcr  l'équation  (i).  D'autre 
part,  d'après  les  paragraphes  VII  et  VIII,  on  sait  intégrei'  les  équa- 
tions (3). 

Dans  la  première  équation  (3),  0,  u„  et  '\>  sont  connues,  et  u,  est  la 
fonction  inconnue;  dans  la  seconde,  0,  u„  et  a\  sont  connues  et  u.,  est 
la  fonction  inconnue  et  ainsi  de  suite. 

Voyons  maintenani  à  quelles  inégalités  satisfont  les  fonctions  it^ 
ainsi  formées. 

Quand  u.^  atteint  son  maximum,  Du.,  doit  être  négatif;  donc 

M.<  —  n-.,. 
Au  contraire,  quand  u.,  atteint  son  minimum,  on  doit  avoir 
II,  >  —  a% . 

Donc  le  maximum  de  u.,  est  plus  petit  que  celui  de  ('—«'.,)  et  le 
minimum  de  «,  plus  grand  que  celui  cle  (  —  «•„). 

Donc  le  maximum  de  |  u,  \  est  plus  petit  que  celui  de  |«'.,  |. 

On  verrait  de  même  que  le  maximum  de  |  ?/.,  |  est  plus  petit  (uie 
celui  de  \w.,\  et,  en  général,  que  le  maximum  de  \ii^\  est  plus  petit 
que  celui  de  |  w^  |. 

Pour  la  même  raison,  le  maximum  de  |  w,  |  est  |)lus  petit  (|ue  celui  de 

m 

(liappclous  que  0  cl  c"»  sont  essentiellement  positifs). 
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Donc 

max 


9  I 


Diax  de  I  ».  I  <" 
Mais  ii„  satisfait  à  ré(|ualion 

(^)aand  ?/„  atteint  son  niininium,  on  doit  donc  avoir 
Oe".  -  ç,>o 
et,  par  consrqnent,  si  cp  est  toujours  positif, 


d"où  enfin 


min  de  c'"»>  min  U-  ; 


max    ;^ 

I        I  /  H 

max    z/,    <r  ', — T-- 

•      ° 
min     -- 


Soit  f/, ,  «,,  ...,  u'i^.  ...  une  suite  de  constantes  positives,  soit  iv\ 
un  polynôme  formé  avec  les  u'j  comme  «■*  Test  avec  les  u /. 

Comme  les  polynômes  «7  ont  tous  leurs  coefficients  positifs,  si  {"on 
suppose 

//',  >  max  I  «,  I,  «',  >  max  I  i/^  |,  i/]^'^  mi\\\ ///,_,]. 


(r^>  maxl»V;i|, 
cl  si  Ton  suppose 

on  aura 

fi\  >>  max  I  W/,  I  >  max  1 1//,\, 

de  sorte  que,  de  proclie  en  proche,  on  aura 
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Posons  maintenant 

(>)  '•  =  Aw',  +  A-?/^, -f-.  .  .; 

il  viendra,  d'après  la  définition  des  polynômes  «•  et  n-', 

'""=  I  +  A//'|  ■+-  Aw/'_,  -+-  A'w'i  +.  .  . 
-!-  X-ir'^  +  A^r!j  -I-. .  . 

ou.  à  cause  de  l'égalité  u]_  =  \v\, 

('•)  -"'■=  21-  -(-  I  —  Xl/'. 


Comme  u\  n'est  assujetti  qu'à  être  plus  grand  (pu 
de  //,,  je  prendrai 


maximum 


■i 

max 

i. 

o 

min 

0 

De  l'éfpiation  (6),  je  tirerai  v  en  série  ordonnée  suivant  les  puis- 
sances de  X,  et  la  limite  de  convergence  de  cette  série  correspondra  A 
la  valeur  de  A  pour  laquelle  l'équation  (6)  a  une  racine  double. 

Or,  en  difTérentianl  l'équation  (G),  je  trouve 

e"=2,  r  =  log2. 

At/\  -=  log  i  —  1. 

Donc,  /a  séi-ie  (  j  j  coin-cfgr,  poui\ii  qnr 

lA^/,  |<log4-,. 

L)onc,  en  vertu  des  inégalités  (  \  ), 

//  =  //„  + A?/,  -^  A-',/^4-    . . 

converge  absolument  et  uniformément. 
Il  en  est  de  même  de  la  série 

,-•'  =  r?",,( ,  4-  A«,  ^  X^  „^  4_  _    ^  >j.-^,.   ^    _    ) 
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En  elfet,  les  termes  de  celte  série  sont  respectivement  jjlus  petits 
(jiie  ceux  de  la  série  convergente  (à  termes  positifs  et  constants) 

r''+".  =  e"'  (  I  +  A  u\  -+-  A-  u'.,-h.  ..-h  X"  n\,  -h. . .). 

Formons  donc  les  deux  séries 

Ot'"—  9  —  A'h  =V„-i-XV,  +  A-V.-h.. . 
et 

/  \l  G  f/w,  -H  A  /  ^' I G  dco ,  -h  A-   fV!,  G  ^/w ,  -F-  . . . , 

où  j'ai  écrit,  pour  abréger,  G,  au  lieu  de 

G(M,P;M,,P.), 

et  où  V^  est  la  valeur  de  la  fonction  V^;  au  point  iNl, . 

La  première  de  ces  séries  sera  uniformément  convergente,  de  sorti 
que  la  seconde  représentera  l'intégrale 

3  =  ['(()('"  -9- >.}),(  i^/oj,. 

où 

(Oe«-o-X'|), 

représente  la  valeur  au  point  M,  de  la  fonction 

0,>"_o  — A'|. 

On  a  donc 

D.T  =  0r"-9-'>.-|. 

D'autre  part,  on  a 

D  |\  ;  G  r/w,  =  V,  =  0^'"o//,  -  '1, 
D  l'v: G  f/w,  =  Vj  =  '}e"'(i/.,  -f-  u-, ), 
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l:ln  résumé,  si  nous  posons,  pour  abréger, 

ou  aura 

cl,  par  conséquent, 

Uh  =--  t\  +  C^-, 

C^  étant  une  constante.  Les  deux  séries 

u  =  y^k''ui,       et       y^v^-^  =  .] 

sont  convergentes  et  la  convergence  est  unit'ornie,  pourvu  que  M  reste 
en  dehors  d'une  petite  courbe  entourant  le  point  P,. 

Soit  donc  «la  somme  de  la  première  série  et  J  celle  de  la  deuxième; 
soit  c  celle  de  la  série  V  >/  C^,  on  aura 

C  =  J  4-  c 
el,  par  conséquent, 

Notre  équation  est  donc  satisfaite. 

Cela  suppose  que  ç  est  toujours  positif  et  que  les  rapports  ^  et  '^  soni 
limités  et  partout  bien  déterminés. 
L'équation 

(:)  D«  =  Oe"-aO 

admet-elle  une  solution  quelle  que  soit  la  constante  [tositive  a? 
Oui,  car  elle  admet  pour  intégrale 

u  =  loga. 

Soit  maintenant  l'équation 

(8)  DM  =  Ot>"- xO-  ul|, 

où  '1  est  une  fonction  toujours  positive  et  telle  (jue  |  soil  limité. 
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]{sl-L'llo  toujours  iatégrable  quelles  que  soient  les  constantes  posi- 
tives a  et  p.? 

Changeons  [j.  en  u.  +  X,  l'équation  devient 

(8  bis)  Du  =  Oe"  -  aO  -  a'I  -  A'^, 

qui  se  ramène  à  la  forme  (2)  en  posant 

ç,  =  aO  -+-  tx'}. 
Comme  ij.'|  est  essentiellement  positif,  nous  avons 

mm  de   p  j  >  a. 


Si  donc  l'ècjuation  (8)  est  intégrable,  il  en  sera  de  même  de  (8  bis  ) 
pourvu  que 

maxi^     >log-  I  —  1. 


Si  donc  ré(|uation  (8)  est  intégrable  pour 

u.  —  u.,,, 
elle  le  sera  encore  pour 

M-u  <  V-  <  !^»  -+-  (  'og  4  ~- 1  )  — ^ 

max   f  ' 
et,  par  conséquent,  pour 

'J;,  <  'J-  <  M-ii  -• ny-  (,  log'  '1  —  I  ), 

el  comme  le  nomi)re //  j)eut  èlre  pris  aussi  grand  (juc  lOn  \riit.  elle 
sera  intégrable  pour  toutes  les  valeurs  de  u.  su])érieures  ;i  u.„. 

Or  l'équation  (8)  est  intégrable  pour  (j.  =  o,  puiscpi'elle  se  réthiit 
alors  à  l'équation  (7);  elle  est  donc  intégrai)le  [)our  tontes  les  valeurs 
positives  de  ijl.  c.  y.  i.  u. 
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On  peut  conclure  de  là  que  l'équalion 
(i)  Du  =  (ic"-z, 

est  toujours  intégrablc  pourvu  : 

I"  Que  la  fonction  cp  soit  toujours  positive  et  ne  puisse  s'annuler; 

•2"  Que  celte  fonction  reste  finie,  sauf  aux  sommets  de  deuxième  et 
de  troisième  espèces  où  6  devient  iufini; 

3"  Pourvu,  enfin,  que  le  rapport  ~  tende  vers  une  limite  déterminée 

quand  on  se  rapproche  de  l'un  de  ces  sommets  et  que  cette  limite  ne 
soit  ni  nulle,  ni  infinie. 

Dans  ces  conditions,  en   elTet,  le  rapport  |  restera  constamment 

compris  entre  deux  limites  positives,  de  telle  façon  que 

Xous  pourrons  poser 

o  =  aO  -+-  ']/. 

Alors  ']/  sera  toujours  positif  et  le  rapport  ^  sera  limité. 

L'équalion 

Dm  =  ()f'"—  aO  —  [i.'} 

sera  donc  intégrable  pour  toutes  les  valeurs  positives  de  u.  el.  en  par- 
ticulier, pour  la  valeur  i .  C.    Q.    F.    D. 

Dans  le  cas  particulier  des  fonctions  fuchsiennes  de  la  première 
espèce,  il  n'y  a  pas  de  sommets  de  deuxième  et  de  troisième  espèce, 
la  fonction  0  est  toujours  finie,  et  l'équation  (i)  est  intégrable  si  la 
fonction  o  est  toujours  positive  et  toujours  finie.  Elle  l'est,  en  parti- 
culier, si  zt  est  une  constante  positive. 

Supposons  maintenant  que  ^  soit  toujours  finie,  mais  ne  soil  pas 
toujours  positive.  Soit  o»  la  valeur  moyenne  de  o,  de  telle  sorle  que 
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Il  e\islera  alors  une  fonction  r  qui  satisfera  à 

Dr  =  9„  -  9, 

puisque   /  (cp„  —  o)  dw  =  o.  (Cf  §  VI). 
Il  existera  une  fonction  iv  satisfaisant  à 

Dir  =  Oc't'"-  o„, 

pourvu  que  la  constante  o^  soit  positive. 
La  fonction 

satisfera  alors  à 

Donc,  da/is  le  cas  des  fonctions  fuchsieiines  de  pj-e/nière 
espèce,  c'est-à-dire  dans  le  cas  où  0  est  toujours  fini,  si,  d'ailleurs, 
la  fonction  cp  est  toujours  finie,  la  condition  nécessaire  et  suf/isanle 
pour  que  l'équation  {\)  soit  intégrable,  c'est  que  la  valeur  moye/ntc 
de  cp  soit  positii-e. 

On  peut  généraliser  ce  résultat  pour  le  cas  où  il  y  a  des  sommets  de 
deuxième  et  de  troisième  espèce. 

Supposons,  en  cfTet,  que  la  fonction  o  soit  toujours  finie,  saufauv 

sommets  de  deuxième   et  de  troisième  espèce,  où  le  rapport  y  leiul 

\ers  uue  limite  positive  déterminée  qui  n'est  ni  nulle,  ni  iulinie. 
Supposons  de  plus  que 

I  9«:/w>o. 

Il  est  évident  cpron  peut  poser 

et  cela  de  telle  façon  : 

1°  Que  ç,  soil  toujours  positive; 
a"  Que  Oj  soit  toujours  iinie; 
3°  Que 

/  Zi.,  d(M  =  o. 
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Alors  le  rapport  -^  tendra  vers  une  limite  finie  et  différente  de  o 
dans  le  voisinage  des  sommets  et  l'on  aura 

/  z>,  (Ilo  ]>  o. 

Donc  on  trouvera  des  fonctions  c  et  a-  qui  satisferont  à 

D«'  =  0<-V"  — o,. 
La  fonction 

w  =  <•  -)-  tv 

satisfait  alors  à  l'écjuation  (i). 

Donc  l'équation  est  intégi'able  aux  conditions  suivantes  : 
1°  5i  la  valeur  moyenne  de  o  est  positii'c; 

1°  Si  le  rapport  ^  tend  vers  une  limite  positive  finie  et  différente 

de  o  quand  on  se  rapproche  d'un  sommet  de  deuxième  ou  de  troi- 
sième espèce. 

Il  subsiste  encore  une  restriction  dont  je  voudrais  me  débarrasser. 

Le  rapport  r-  doit  être  fini  aux  sommets  de  deuxième  et  de  troisième 

espèce,  et,  de  plus,  en  ces  sommets,  il  ne  doit  pas  s'annuler.  Cette 
restriction  est  essentielle  en  ce  qui  concerne  les  sommets  de  troisième 
espèce,  mais  elle  doit  disparaître  en  ce  qui  concerne  ceux  de  deuxième 
espèce. 

Soit,  en  effet,  '^  une  fonction  quelconque  assujettie  aux  conditions 
suivantes  : 

1°  Sa  valeur  moyenne  sera  nulle;  2°  elle  est  finie  partout,  sauf  aux 
sommets  de  deuxième  espèce;  3°  aux  sommets  de  deuxième  espèce, 

le  rapport  ^  sera  positif  et  différent  de  zéro;  on  pourra  alors,  en  vertu 

des  principes  du  §  \  I,  intégrer  l'équation 

Dr  =  'f 

On  ne  le  pourrait  pas  si  nous  avions  supposé  ({ue  le  rapport  ^  était 
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différent  de  o  aux  sommets  de  troisième  espèce.  I^'intégrale 


/"•|,G(M,P;M,,P,)f/(o, 


ne  serait  pas  alors  restée  finie  quand  M  serait  venu  en  un  de  ces  som 
mets. 

Soit,  d'autre  part,  Féquation 

(i)  D«  =  Oe"-o 

et  supposons  que  cp  satisfasse  aux  conditions  suivantes  : 
1°  On  a 


/  o  c/co  >■  o  ; 


2"  Le  rapport  |  a  partout  une  valeur  finie  et  déterminée  ; 

'5°  Aux  sommets  de  deuxième  espèce,  cette  valeur  peut  être  posi- 
tive, négative  ou  nulle; 

4°  Aux  sommets   de   troisième  espèce,  elle  sera  positive  et  dilfé- 
rentc  de  zéro. 

Si  nous  posons 

u  —  Xv  :=  a', 
il  viendra 

(9)  D^^•  =  Oe'''e"'  —  9  —  ^'j'- 

Nous  pourrons  prendre  la  constante  positive  X  assez  graude  poiu'  (|ue, 
aux  sommets  de  deuxième  espèce,  les  rapports 


Oe^^" 


soient  positifs,  et,  en  effet,  |  est  positif,    ~    est  limité. 

Aux  sommets  de  troisième  espèce,  ces  rapports  sont  égaux  à 


et,  par  consécpienl,  positifs  d'après  riiy])otlièse. 
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On  pourra  donc  intégrer  l'équation  (9)  et,  par  conséquent,  l'équa- 
tion (i). 

En  résumé,  voici  les  conditions  pour  que  l' équation  (i)  soit  inte- 
grable  : 

1°  On  doit  avoir 


j  9  chi  >  a  ; 


1°  Le  rapport  |  doit  avoir  partout  une  valeur  finie  et  déterminée  ; 

B""  Cette  valeur,  qui  peut  être  quelconque  aux  sommets  de 
deuxième  espèce,  doit  être  positive  et  différente  de  zéro  aux  sommel> 
de  troisième  espèce. 


XI.  —  Application  aux  fonctions  fiichsiennes. 

Nous  venons  de  voir  à  quelles  conditions  peu  t  s'intégrer  Téquation  (  i  ) 
du  paragraphe  précédent;  or,  au  début  de  ce  travail,  nous  avons  mon- 
tré cjue  la  formation  des  fonctions  fuchsiennes  dépend  de  rintégration 
d'une  équation  de  même  forme, 

(i)  DU  =  Or'^'-$. 

Voyons  si  elle  satisfait  aux  conditions  énoncées. 

La  fonction  $  est  finie,  sauf  aux  sommets  de  troisième  espèce,  et  on 

ces  sommets  la  valeur  du  rapport  -  est  finie,  déterminée,  positive  et 

différente  de  zéro;  c'est  ce  que  nous  avons  montré  à  la  fin  du  §  W . 
Il  reste  donc  à  vérifier  que  l'on  a 


f 


<I>f/co  >  o. 

Je  rappelle  que 

-<I)  =  Dlog~  -+-DA, 
^  dt.')  ' 

h  étant  une  fonction  partout  finie,  sauf  aux  sommets  de  deuxième  et 
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(le  troisième  espèce  el  telle  que  la  dilTérence 

(2)  h-[^-l)\og\Z-A\ 

rcsle  finie  aux  sommets  de  deuxième  espèce  et  que  la  différenco 

(3)  A  -  2  log  I  Z  -  A  I  -  2  loglog  I  Z  -  A I 

reste  finie  aux  sommets  de  troisième  espèce. 

JNous  supposerons  que  Z  est  lié  à  Z'  par  une  relation  algébrique 

F(Z,Z')  =  o. 

Cette  relation  représente  une  courbe  algébrique  d'ordre ///;  je  jiuis. 
sans  restreindre  la  généralité,  supposer  que  cette  courbe  a  ses///  direc- 
tions asymptotiques  distinctes  et  qu'elle  n'a  d'autre  singularité  que 
des  points  doubles  ordinaires. 

Je  puis  supposer  aussi  que  les  sommets  de  deuxième  ou  de  troisième 
espèce  ne  correspondent  ni  à  un  point  double  de  la  courbe,  ni  à  un 
point  à  l'infini,  ni  à  un  point  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  des  Z 
I  c'est  ce  qui  m'a  permis  tout  à  l'iieure  d'écrire  Z  —  A  el  non  Z" — A" 
dans  les  formules  (2)  et  (3)]. 

Cela  posé,  quand  los^-^  devient-il  infini? 

•  *  °  «(0 

I  "  Ouand  V-"  devient  infini,  c'est-à-dire  (luand  le  point  Z,  Z'  s'éloiyne 

à  l'infini  sur  l'une  des  branches  asymptotiques  de  la  courbe; 
2"  Aux  points  où  la  tangente  est  parallèle  à  l'axe  dos  Z,  on  a 

et,  par  consé(pienl, 

da 

du'      ,  p    .    c/u      .        1 
el,  comme  -7—  est  nni,  -7-  est  nul  ; 
'  doi  '  dtu  ' 
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3"  Aux  points  doiiLles,  on  a,  à  la  fois, 
f/F        dV 


dZ        dL 


7  =  o; 


mais  Z'  est  fonction  holoiuorphc  de  Z  et  t-  reste  fini. 
Nous  avons  donc 

■J/  =  —  log  -j h 

Cl  -l  devient  logarithmiquenienl  infini  en  un  certain  nombre  de  points 
singuliers  qui  se  répartissent  en  quatre  sortes  : 

Première  sorte.  —  Ce  sont  les  tu  points  à  l'infini  de  la  courbe  F=  o. 

Deuxième  sorte.  —  Ce  sont  les  points  où  -=ï^,  =  o;  leur  nombre  e^^t 

'■  dL  ' 

m  (  m  —  I  )  —  i>  d. 
d  étant  le  nombre  des  points  doubles,  ou  bien 
am  -\-  ip  —  2, 

p  étant  le  genre  de  la  courbe. 

Troisième  sorte.  —  Ce  sont  les  sommets  de  deuxième  espèce. 

Quatrième  sorte.  —  Ce  sont  les  sommets  de  troisième  espèce. 

Entourons  chacun  de  ces  points  singuliers  d\inc  courbe  infiniment 
petite.  La  surface  de  Klein  se  trouve  partagée  en  deux  régions;  la  ré- 
gion intérieure  à  ces  petites  courbes  qui  est  infiniment  petite  et  la  ré- 
gion extérieure  qui  est  finie. 

L'intégrale  /  $f/co,  étendue  à  la  région  intérieure,  est  infinimeril 
petite.  L'intégrale  étendue  à  la  région  extérieure  est 


fiPdto^  fD\,dco=  f§/h, 


en  vertu  de  l'équation  (3  Ifis)  du  §  III  ;  du  eld<j  sont  définis  comme  au 
§  III,  que  la  surface  de  Klein  soit  isotrope  ou  anisotrope. 
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L'intégrale  du  troisième  membre  est  étendue  au  périmètre  de  toutes 
les  petites  courbes;  mais  il  faut  observer  que  les  rfn  positifs  doivent 
être  comptés  vers  l'extérieur  de  la  région  où  se  fait  l'intégration 
double,  c'est-à-dire  vers  \' intérieur  de  la  petite  courbe. 

Considérons  d'abord  une  petite  courbe  entourant  un  des  m  points 
singuliers  de  la  première  sorte;  ceux,  où  Z  devient  infini. 

Nous  prendrons 

d'où 

du  _  I  f/Z  j2_ 

A  l'intérieur  de  notre  petite  courbe  nous  avons  donc 

.].  =  4log|Z"l-log£'-A. 

Or,  log-P"  -{-h  reste  fini;  noire   intégrale  est  donc  égale,  en  négli- 
geant des  infiniment  petits,  à 


7"_  ' 

^  -Z' 

clil" 

f/Z  ,= 

~    d'L"\  ~ 

'./ 


dn         "^' 
ou  bien,  toujours  avec  les  notations  du  §  III, 


*/ 


'^l0g|Z.''|      ;c„ 


c?S"  et  d^"  étant  les  arcs  infiniment  petits  qui  correspondent  sur  le 
plan  des  Z"  aux  arcs  d^  et  dn  de  la  surface  de  Klein. 
Si  nous  posons 

Z"=c<?«- 

et  si  l'on  suppose  que  la  petite  courbe  a  pour  équation  p  =  const., 
et  correspond  à  un  cercle  sur  le  ])lan  des  Z";  cette  intégrale  peut 
s'écrire 
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.1  ai  iiiis  Ir  soigne   -,  parce  que  les  dS"  positifs  doivent  être  co.ii|.lés 
veis  rintérieur  du  petit  cercle  p  =  eonst. 

Considérons  inaintenani  une  petite  courlir  entourant  un  des 

'2  m  -h  2p  —  2 

points  singuliers  de  la  deuxième  sorte. 

Soit  Z  =  A,  Z'=  A'  ce  point  singulier.  Nous  aurons 

iJ  autre  part,  on  aura 

Z-A=(Z'-A';^H. 

H  étant  une  série  ordonnée  suivani   les  puissances  de  Z' -  A'  et  iif 
s'annulant  pas  pour  Z'  ::rr  A'. 
On  en  déduit 

H  ne  s'aunulant  pas  pour  Z'=  A'. 
Il  vient  donc 


d'où 


1       du  ,      \  d7.\ 

^«^Sy  =  --^H'|;^,|=2log|Z'-A'|  +  2logH, 

•|  =  -  2  logj  Z'  -  A'  I  —  2logH'—  log^'  _  A. 


'  doj 
L'expression 

2logH+logf^'^/, 
reste  finie;  donc  l'intégrale  se  réduit  à 

~J  dn  "-"■ 

Le  même  calcul  montrerait  que  cette  intégrale  est  égale  à  ',::. 

Considérons  une  courbe  entourant  un  point  singulier  (!,■  la  troisième 

Journ.  de  Math.  (5«  série   ,  lome  I\  .  -   |-asc.  II,  iSyS.  20 
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snrie;  il  vionl 

/.=(2-^)loo-lZ-Al+A., 

//,  étant  fini  ot,  par  conséquent, 


•^  =  l 2  )  log- 1 Z  —  A  I  — -  A ,  —  lo 


'^  dlo 


//,  -h  loii-;^  étant  fini. 

Notre  intéi^rale  est  donc  éiiale  à 


à-=)/ 


(/los|Z  -  A 


fh 


(dans  cette  formule,  la  lettre  /i  figure  deux  t'ois  dans  deu\  sens  diffé- 
rents; n  est  un  nombre  entiej  et  d/i  une  longueur  infiniment  petite; 
mais  aucune  confusion  nest  à  craindre),  c'est-à-dire,  toujours  d'après 
le  même  raisonnement,  à 

Passons  enfin  aux  soininels  de  la  quatrième  sorte;  on  a 

//  =  2  log  I  Z  -  A  !  -f-  2  loglog  I  Z  -  A  I  +  // , , 
//,  restant  fini;  notre  intégrale  se  réduit  donc  à 

La  première  intégrale  se  réduit  à  4~-  Quant  à  la  seconde,  si  nous 
posons 

Z-  A  =  pe"-' 

et  si  nous  supposons  (]ui'  la  petite  coiirhi'  a  pour  écpiation  ;  =  coiisl.. 
elle  se  réduit  à 


rd  loslosr?       ,               /'"  dio 
-—^  p  d(M  =  3.  \  j 


et  tend  vers  zéro  (piand  p  tend  vers  zéro. 
L'inti'grale  se  rc-diiit  donc  rmalemenl  à  1—. 
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Eu  résuiiK',  nous  Iroiivons  : 
1"  Pour  los  ru  points  dr  la  première  sorte  : 

-  8w-; 

■2"   l'oni'  les  1/u  4-  2/)  —  2  points  de  la  deu\ièMie  sorte  : 

Sm--hSpT:  -  8-; 

'}°   Pour  les  q  [)oinls  de  la  troisième  sorte  (sommets  de  la  deuxième 
espèce)  : 


4°  Pour  les  q'  points  de  la  qualiième  sorte  (sommets  de  la  tioisième 
espèce)  : 

Xoiis  avons  donc  finalemcnl 


Considérons  le  polygone  luclisien  lî„,  et  soit  2/1  h'  nombre  de  ses 
côtés,  h  le  nombre  des  cycles  de  sommets  de  première  espèce,  q  et  q' 
ceux  des  cycles  de  sommets  de  deuxième  et  de  troisième  espèce. 

La  somme  des  angles  est  égale  à 

Le  déficit  angulaire  (proportionnel  à  la  surface  non  euclidienne;  est 

On  a,  d'autre  part, 

p  = '-, 

d'où 

/<•  =  2.p   -  \  +  /i  -h  q  -h  q', 
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ce  qui  mniiiro  que  le  déficit  angulaire  est  égal  à 


o.T.(ip  -  -2  +  q  +  (f  -y^'-\ 


L'intégrale   f^^dio  est  donc  égale  au  dou])!e  du  délicit  angulaire. 

Elle  rst  donc  positive.  c.   q.    f.    d. 

Donc  Téquation 

DU  =  fi.''  -tl) 

peut  s'intégrer;  donc,  dans  tout  tvpe  fuclisien,  il   v  a  nue  ('■([ualion 
fuchsienne. 

Le  théorème  fondamental  est  démontré  pour  toutes  les  fonctions 
fuchsiennes  cjui  n'existent  qu'à  l'intérieur  du  cercle  fondamental;  je 
me  réserve  d'y  revenir  en  ce  qui  concerne  les  autres  fonctions  fuch- 
siennes et  en  parliculier  celles  de  la  troisième  famille. 


XII.  —  Formation  des  équations  fuchsiennes. 
Soit 

(•)  g  =  rcp(Z,Z') 

notre  é(pialion  furlisienne,  où  o  est  une  fonction  rationnelle  des  deux 
\arial)l<"s  Z  et  Z'  liées  par  la  relation  algéiiricjue 

(2)  /(Z,Z';=o. 

Ia's  deux  iiit(''grali\'^  fondauienlales  d(^  cette  é(piatioii  seront 

"'  =  \/77S'         ^^  =  V^ 

cl  Z  sera  une  fonction  fuchsienne  de  z. 

Si  l'on  désigne  par  r"  et  i'"  les  imaginaires  conjuguées  de  r,  et  r^, 
on  aura 
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D'aulrc  paii,  nous  avons  posé 

„  _  dz  d:„  ,  ,_., 


ou  bien 


^     v  dz  V  ^^0^      "■' 


Lexponenliellc  <■    '  est  une  i'onclion  de  Z  et  Z„  et  nous  avons,  dans  ce 
Mémoire,  appris  à  former  cette  fonction  pour  les  couples  de  valeurs  Z 
olZp  cjui  sont  imaginaires  conjuguées. 
Cela  posé,  il  vient 

d-e    -  d-  c,     I,         d-i\     a  . 

ou,  à  cause  de  l'équation  (i), 

ou  cnfm, 

I  d-  Il        I  /  du 

~~  iTîZ-  ~^  '^\d7. 

La  fonction  ii  est  connue  pour  tous  les  couples  de  valeurs  conjuguées 

de  Z  etZ„,  c'est-à-dire  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  X  el  de  Y  (en 

posant  Z  =  X  -+-  i  Y). 

On  connaît  donc  aussi  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  \  cl  de  '^ 

1         1  ■    •     .       du      ,   du 

les  dérivées  -^  et  -jr.  et,  par  conséquent, 

du  I  /du  du  \ 

d7.~l  [dX  "^  idYj' 

d-  Il  i  /  d^ii  2d-  u  d^  Il  \ 

7aj-~  ï  \dyj-  "•"  Id\dY  "  dT^  )' 
Xous  connaissons  donc  o  el,  par  conséquent,  r(''(pialion  fuclisienne  est 
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foi-mée.  Il  est  aisr  de  vcrilicr  ([lie  o  esl  l'oiictioii  de  Z  seuleincnl;  en 
ellel. 

rl-s  1       f/'  Il  I    du      cl-  Il 


Or 


DoiK 


c/Z„  2  d7J  d'L,         2  dl.  d'L  d'L,, 


d''  Il  „  d^  Il  „  du 


d'LdZ,,        ~     '         (iZ'dZ,,        "      d'L 


(h 
~dt„ 
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On  Nérlfierait  l'acileineiit  les  autres  propriétés  de  la  fonction  o. 

Ces  considérations  peuvent  nous  permettre  d'entrevoir  une  autre 
démonstration  de  l'existence  de  Téquation  fuchsienne. 

Supposons  cjue  nous  considérions  les  équations  d'un  même  type 
fnchsien;  la  fonction  cp  qui  y  figurera  ne  sera  pas  entièrement  arlii- 
traire;  elle  dépendra  seulement  d'un  nombre  fini  N  de  paramètres. 

Les  intégrales  c,  et  v.>  dépendront  de  ces  N  paramètres  et,  en  plus, 
de  cjuatre  constantes  d'intégration. 

Si  l'on  forme  de  cette  manière  l'expression 

ce  sera  une  fonction  de  X  et  de  V  qui  dépendra  de  N  +  l\  paramètres. 
Seulement  la  fonction  ainsi  définie  pourrait  n'être  pas  uniforme  sur  la 
surface  de  Klein  ;  on  la  rendrait  uniforme  par  des  coupures. 

On  formerait  ensuite  l'intégrale  du  §  IX  et  l'on  répéterait  le  raison- 
nement de  ce  paragraphe  fondé  sur  le  calcul  des  variations.  Mais  cette 
fois  ce  raisonnemenl  serait  rigoureux,  parce  (pie  l'intégrale  ne  dé- 
pendrait plus  d'une  fonriion  arbitraire,  mais  d'un  certain  iiondirc  de 
constantes  arbitraires. 

On  serait  d(jnc  certain  (pi'elle  a  un  ininimuiu. 
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De  l' ellipsoïde  eoiisidérc  eomme  Jli^uic  d  é(iiillil>i  e  rehiti/ 
(l  ii/ie  nxt.'ise  fliiule  li(>uioij;hue. 

l»Au  31.   HATHY. 


l*oiir  n'-soudre  celte  question,  il  l'auL  d'aiiord  calculer  tes  euinpo- 
sanles  de  l'attraction  de  l'ellipsoïde  homogène  sur  un  point  de  sa 
surface  ;  elles  se  déduisent  des  valeurs  relatives  au  point  extérieur  à 
l'ellipsoïde  dans  lesquelles  on  fait  la  limite  supérieure  de  rinléi;ra- 
lion  =  I,  car  pour  un  point  de  la  surface  a'  ^^  a,  b'  =  b,  c'  =  c,  il  esl 
évident  qu'à  la  limite  inférieure  zéro  l'intégrale  est  elle-même  zéro; 
on  peut  alors  écrire 

(  ,  )  /   Y  =   -—^"^i':, ^  rr(r  +  co..)  -  71..  +  r.cl'— -*', 

ry  3M»IZ  r  •/   /  I 

Ces  expressions  peu  veut  étn^  simplifiées. 

D'abord  la  formule  d'addition  des  arguments  dans  la  ri)riiiiile  'Ç  de- 
vient, au  cas  où  l'un  des  argumenls  est  tOy, 


=  'Cl-  -f-  V  + 


I    ^'c 


/JC  — /^c 


/j'r 


2    pV 
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D'autre  parL,  les  limilcs  supérieures  clans  les  inléi^rales  sont  éi;alos; 
ainsi  dans  X,  de  e.,  =  i(ft-  +  c-  —  icr)  et  de  /?r  —  e^  =  a-,  on  déduit 
pç  =  ^  (a-  +  ^^  +  c'-),  valeur  identique  pour  Y  et  Z. 

I^es  égalités  (i)  se  cliaugent  en  (2) 


{a-—  b-){a^  —c-)\  1  pv 


(c-  — rt-)  (c-  — 6^)  \  ■  a/JC  — Cl 

avec  la  valeur  de 

pv   =  ^  (rt-  -I-  Ir  -f-  f-), 

p'c  =  —  labc. 

Ces  formules  permettent  do  retrouver  eelles  (pii  eouviennenl  aux 
deux  ellipsoïdes  de  révolution. 

Dans  le  cas  de  Tellipsoïde  de  révolution  aplati  a  —  h,  d"où  /.  =  o, 
il  y  a  dégénérescence  des  fonctions  elliptiques  en  fonctions  circulaires. 

Les  formules  à  appliquer  sont  les  suivantes  : 

/  g.i  =  3e;,         gi  =  c], 

3  o3    ,    9  Si  '  _        t',         3ei  ' 


P' 


Elles  conduisent,  dans  le  cas  présent,  à 


3  e. 


a'  =(a--c^)-T 


in^'i'  y/rt^  —  c'^ 


(1;  \  t'A'*^'  —  c- =  arc  laug  ^^ -_ > 
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Portées  dans  l'expression  de  Z,  ces  valeurs  la  transforment  succes- 


sivement en 


Z3  M  ni . 
=    7—^ ::t^  (  —  f  +  C \-  r,V 


rj  3j\I/«;     r,    .,  ,  c'-—a-'\ 

{a-  —  c-)-\y  /  c       \ 

((-.                 y                IWmz      fsla'-—c'-                          Jd-  —  c-  \ 
K'o)  ^  = i  I  -^ arc  tang  ^ . 

Lllr  est  identique  à  lintégrale  directe. 

^   et  Z  se  présentent  d'abord  sous  la  forme  -,  à  cause  du  facteur 

rt  —  Z*;  il  suffît  d'appliquer  le  procédé  bien  connu  des  dérivées  pour 
faire  apparaître  leurs  vraies  valeurs. 

Dans  Tellipsoïde  de  révolution  allongé  h  =  c,  il  en  résulte  A"  =  i  ;  les 
fonctions  elliptiques  dégénèrent  en  fonctions  hyperboliques.  On  se 
sert  alors  de 

qui  deviennent,  avec  les  hypothèses  actuelles, 

(8)  J  ,-  =  iooY^lWEEZ' 


Çu=  —  u  -h  a, 


et  permettent  par  substitution  de  vérifier  les  formules  applicabh-s  à  ce 
cas  particulier. 
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II. 

De  V ellipsoïde  considéré  comme  figure  d'équilibre  relatif  d'une 
masse  fluide  homogène  tournant  uniformément  autour  d'un  axe 
fixe  et  dont  les  molécules  sont  soumises  à  leurs  attractions  mu- 
tuelles suivant  la  loi  de  la  gravitation. 

AdinetLons  que  O^  soit  Taxe  de  rolalion  de  la  masse  fluide  dans  son 
état  d'équilibre  relatif;  d'après  les  formules  (2)  du  Chapitre  précé- 
dent, en  désignant  par 


Q  = 


(rt-  —  b')  (a^  —  C-)  \  ■  2  pv  —  «3 

3  M  m  fy  I       /*'  (' 


(1)  /^         {t)''-  —  a'-){b'^—c'-)\-  i  pv  —  e, 

\   -r,  3  M  m  /y  I       />'  «' 

\  R  =  r^i TVi—-. — TT\  K'^.  H H  c,  r 

I  (g- — a''){c^ — ■b^)\  1  pv  —  e, 

I    n  =  vitesse  angulaire  autour  de  l'axe  de  rolalion, 
nous  savons  quf^  l'équation  de  la  surface  libre  du  liquide  est 

(2)  ---+       1^      7' H i^— ./;-  =  consl.; 

poiu-  qu'elle  coïncide  avec  celle  de  l'elliiisoïde 

il  l'aul  (|ii<' 


On  en  déibiil  ()-!'=  -f,-{a'-—ly-)\   renipliicanl    P,   ()  r|    lî  par 
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leurs  valeurs  (i),  on  obtient 


ty^- 


/>'(' 


2  pv  —  gj  '  2    pV  —  63 


,      (b-—a-){b^-—c-)  {a'' —  b-)  (a^  —  c"") 
c-(a- — b-)             2  /?('  —  e, 


Cette  condition  doit  exister  pour  pv  =  -  («-  +  b-  -h  c"). 

C^■  ne  renferme  pas  de  terme  constant;  on  peut  déduire  Zv  de  l'ex- 
pression (5),  et  en  dérivant  par  rapport  à  c,  on  doit  retrouver pc^,  en 
quantité  déterminée;  cela  revient  à  dériver  l'équation  (5)  et  à  rem- 
placer prêt  ses  dérivées  parleurs  valeurs  pour  reconnaître  si  la  condi- 
tion est  satisfaite  identiquement. 

Il  suffît  de  calculer  un  des  termes  :  soit 

I  p"i'(pi' — e,) — p'- V 
—  pv -\-  - — '   " 


{P^'  —  e-îY 


Or,  de 


{b-—  a-){b-  —  c-) 


p"v=  \{a-+  b--hc-y—  ~  [(a--  b-)- +  {a""  -  c-)=  +  (^'-  c=)-] 
=  i^a^ b-  -\-  b- c-  +  à- c- ). 

Il  en  résulte  que 


d"où 


p"v{pv — e^) — p'-v  a-b--i-b-c- 

ipv  —  e.,y  ~  ¥~ 


I  /)" ('(pv  —  e, )  —  p'v^ 


(pv  —  e^Y 


(b-'—a-){b-—c-)  b- 

Alors,  on  trouve  facilement  que  l'équation  (5)  dérivée  conduit,  avec 
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ps-  —  7;  (a^  +  b'-  -+-  C-),  à  l'identité 

^     -^  b-         a-  a- b-  t- 

II  reste  à  calculer  la  vitesse  angulaire  déduite  de  (4) 

(7)  "-=    —P =  ^^^' 

nu  encore 

—  b-{a-—c'-)\  Çi'H i-e.2i'    —  c-(n-— 62)    Ç(._| ^c ,_t.  , 

'~b-  (n-— c-)(a-— 6-)(6-— C-)  ' 

_  3  M  /«  Ç  (•  (2  6- C-—  «- i-—  n- c-  )  -t-  rtic (2  a-—  6^—  c^ )  —  c [Cj  i-  (a^—  c- )  -+-  e,  c-  (n-—  6'-)] 
'"T;^  {«-— 6-)(a2_e2)(i«— C-) 

Le  signe  du  numérateur  dépend  de  ici- —  //-  —  c-  qui  est  essentiel- 
lement positif,  cai'  a^^b"^^  c". 

L'équilibre  relatif  est  impossible  quand  la  rotation  se  fait  autour 
d'un  autre  axe;  ainsi,  si  elle  avait  lieu  autour  du  grand  axe 

,os                                      ,        Q6^— Pfl-        Rc2— Pa°- 
(  o  )  n   =  ^ — JT = i 

et  autour  de  l'axe  moyen 

(9)  «-  = ^- ^i^- 

Les  valeurs  de //,  tirées  de  (8)  ou  de  (9),  soni  imaginaires;  on  le 
démontre  en  les  comparant  à  (7). 

On  peut  conclure  (jue  rdlipsoïde  homogène,  à  trois  axes  inégaux, 
dont  les  molécules  sont  soumises  à  leurs  attractions  mutuelles,  de\  imi 
une  figure  d'équilibre  relatif  (|uand  il  tourne  autour  de  son  plus  petit 
axe  avec  la  vitesse  angulaire  uniforme  et  unique  dépendant  de  la 
forme  de  l'ellipsoïde. 
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Des  ellipsoïdes  de  révolution. 
En  faisant  a  =  h,  c'esl-à-dire 

ipv  =       ^{■i.a'^  +  C-), 
p'p  =  —  la'-c. 

\ 

[     e,=       ^(a-  — C-);         e.,=:  e,  =  —  ^(a-— c-)  =  —  -e,, 

Féquation  (5)  se  transforme  en 

(lo)  2(a^  —  c^)l'C,v  —  c ^pJ  =  o. 


Or,  on  satisfait  à  cette  relation  par  : 
1°  a  ^  c,  ce  cjui  donne  la  splièrc  ; 

o"  'Çv  =  c -\-  -^v,  ce  qui  convient  à  l'ellipsoïde  de  révolution  a])lati 

d'après  la  formule  (4)  du  précédent  Chapitre. 

Quant  à  la  vitesse  angulaire  correspondante,  elle  devient 

(I .)       n-  =         ,.         =         ^  .  [^ arc  tang^-^    • 

En  prenant  OX  comme  axe  de  rotation,   l'équation  de  condition 
serait,  après  y  avoir  fait  b  =  c, 


(12)  (a-  —  c-)('Cv  —  a -I 

Mais  la  vitesse  n,  ayant  alors  pour  expression 

0  *^  —  P  «'  3  M  ma^  [\/a^  —  c'        ,       a  -+-  i/«-  —  c- 1 

n-  =  -^ YT, = ; log î , 

0-  c-       [_       a  '■  J 

démontre  que  l'ellipsoïde  de  révolution  allongé  ne  peul  élre  une  ligure 
d'équilibre  relatif. 


FONDATION    BENEKE.  23c) 


Fondation  Beneke; 


La   Faculté   de  Philosophie  de  l'Université  George-Auguste,   de 
GiJttingue,  publie  Tavis  suivant  : 


Fondation  Beneke. 

Le  I  I  mars  1898,  anniversaire  du  jour  de  la  naissance  du  Fonda- 
teur, Charles-Gustave  Beneke,  conseiller  au  Consistoire,  il  a  été 
publié  que,  pour  le  concours  de  1897,  aucun  Mémoire  n'a  été  pré- 
senté. 

En  même  temps,  la  Faculté  de  Philosophie  a  proposé,  pour  Tannée 
1901,  le  nouveau  sujet  suivant  : 

«  Le  principe  de  continuité,  ou  encore,  plus  spécialement,  la  repré- 
sentation par  des  fonctions  indéfiniment  différentiables  ont  été  long- 
temps considérés  comme  universellement  applicables  à  l'étude  mathé- 
matique des  phénomènes  naturels.  Ce  postulatum  a  été  introduit 
comme  allant  de  soi  par  les  inventeurs  du  Calcul  différentiel  et  inté- 
gral ;  mais  les  progrès  des  recherches  mathématiques  ont  démontré 
de  plus  en  plus  c|u'il  impliquait  une  grande  quantité  d'hypothèses 
tacites  auxquelles,  dans  Tétat  d'inexactitude  toujours  existante  dr 
nos  perceptions  sensibles,  on  n'est  pas  forcé  de  se  tenir.  Cette  concep- 
tion est  d'ailleurs  en  contradiction  avec  l'hypothèse  de  la  constitution 
moléculaire  de  la  matière. 
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»  La  Faculté  désire  qu'un  travail,  prenant  pour  base  Télat  actuel  de 
la  Science,  expose  d'une  manière  généralement  intelligible  les  ques- 
tions relatives  à  ce  sujet  et  soumette  à  un  examen  approfondi  la  légiti- 
mité et  l'opportunité  des  théories  habituelles.  Ce  Mémoire  pourra  être 
conçu  plus  spécialement  au  point  de  vue  mathématique,  philosophique 
ou  psychologique  ;  on  désire  également  des  études  historiques,  mais 
sans  les  exiger. 

»  Les  manuscrits  doivent  être  rédigés  dans  une  des  langues  modernes 
et  nous  être  envoyés  avant  le  3i  août  1900,  pourvus  d'une  devise  sur 
la  page  de  titre,  avec  une  lettre  scellée,  portant  à  l'extérieur  la  devise 
du  travail,  à  l'intérieur  les  noms,  profession  et  domicile  de  l'auteur. 
Le  nom  de  l'auteur  ne  doit  pas  être  indiqué  d'une  autre  façon.  Sur  la 
page  de  titre  doit  être  indiquée  en  outre  l'adresse  à  laquelle  le  travail 
doit  être  renvoyé  dans  le  cas  où  il  ne  serait  pas  jugé  digne  de  prix. 

»  Le  premier  prix  s'élève  à  34oo  marks,  le  second  prix  à  680  marks. 

»  L'attribution  des  prix  aura  lieu  le  11  mars  1901,  en  séance  pu- 
blique de  la  Faculté  de  Philosophie  de  Gôttingue. 

»  Les  travaux  couronnés  restent  la  propriété  exclusive  de  leurs 
auteurs. 

»  Les  autres  sujets,  pour  lesquels  les  manuscrits  doivent  être  envoyés 
avant  le  3i  août  1898  et  3i  août  1899,  ont  été  indiqués  précédem- 
ment (  '  ).  » 


(liiUinsiii'.  le   II   mars   189S. 


Art  Faculté  de  P/ii/osop/iie. 
Le  Doyen, 
G.  CoiiN. 


(')    JS'achrichteit   von    der   Kôniglichen   Gesellschafl  der    Wisscnschaflcn . 
Geschâftliclie  Miltlieilungen  ;   1896,  S.  69;  1897,  Hefl  1,  S.  26. 
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Sur  certaines  fjue.stions   qui  se  rattacJtcnt  au  problènie 
de  Dirichiet; 

Par  m.  a.  LIAPOUAOFF. 


La  question  qui  fera  l'objet  principal  de  ce  Mémoire  est  celle  de  la 
possibilité  du  problème  électrostatique,  en  particulier  du  problème 
fondamental  qui  a  pour  but  la  recherche  de  la  distribution  de  l'élec- 
tricité à  la  surface  d'un  conducteur  soustrait  à  toute  influence  exté- 
rieure. 

On  sait  que  ce  problème  a  une  connexion  intime  avec  un  cas  parti- 
culier du  problème  de  Dirichiet,  et  cette  connexion  est  telle,  qu'on 
peut  regarder  le  premier  problème  comme  résolu,  si  Ton  parvient  à 
résoudre  le  second. 

Mais,  pour  qu'il  en  soit  ainsi,  il  faut  que,  pour  la  solution  du  pro- 
blème de  Dirichiet,  Ton  obtienne  une  expression  qui  se  prête  immé- 
diatement aux  calculs.  Cependant  on  ne  connaît  de  pareilles  expressions 
que  dans  quelques  suppositions  particulières  à  l'égard  du  conducteur 
et,  en  général,  les  méthodes  dont  on  dispose  ne  servent  qu'à  faire  voir 
la  possibilité  du  problème  de  Dirichiet. 

Or,  si  l'on  n'a  démontré  que  cette  possibilité,  on  n'a  pas  encore  le 
droit  d'affirmer  que  le  problème  électrostatique  soil  aussi  possible. 

En  effet,  pour  que  l'affirmation  soit  légitime,  il  faut  non  seulement 
établir  la  possibilité  du  problème  de  Dirichiet,  mais  encore  démontrer 
que  sa  solution,  dans  le  cas  d'où  dépend  le  problème  éleclrostali(pie, 
peut  être  présentée  sous  forme  du  potentiel  d'une  sinq)le  couche  ré- 

Journ.  de  Matli.  (j"  série),  lonic  IV.  —   l'asc.  IM,   iSyS.  Jl 
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pandue  sur  la  surface  du  conducteur.  Il  faut  donc  démontrer  Texis- 
tence  de  la  fonction  susceptible  de  représenter  la  densité  de  cette 
couche,  et  cela  exige  la  considération  des  valeurs,  sur  la  surface  du 
conducteur,  de  la  dérivée  normale  (dérivée  estimée  suivant  la  nor- 
male) de  la  fonction  harmonique  (')  cherchée.  Or,  les  méthodes 
générales  qu'on  a  proposé  pour  traiter  le  problème  de  Dirichlet  con- 
duisent à  des  résultats  qui  ne  font  pas  voir  que  ces  valeurs  existent  et, 
de  là,  provient  la  difficulté  qui  ne  paraît  pas  avoir  été  levée. 

Il  est  vrai  que,  pour  démontrer  la  possibilité  du  problème  électro- 
statique, on  s'est  servi  souvent  de  la  méthode  directe  fondée  sur  cer- 
taines considérations  de  minima  duesàGauss.  Mais  ces  considérations 
sont  aussi  peu  suffisantes  que  celles  de  la  même  espèce  qu'on  employait 
autrefois  pour  démontrer  le  principe  de  Dirichlet. 

Donc,  à  la  rigueur,  cette  méthode  ne  démontre  rien,  et  la  question 
qui  nous  intéresse  ne  peut  être  regardée  comme  résolue,  si  ce  nest 
dans  quelques  cas  particuliers. 

Cependant,  dans  certaines  recherches,  il  est  bien  important  de 
savoir  si  le  problème  considéré  est  possible  en  général.  C'est  ce  qui 
ma  décidé  à  reprendre  la  question  pour  essayer  de  déduire  la  démon- 
stration requise  des  principes  des  méthodes  que  possède  aujourd'hui 
la  Science  pour  traiter  le  problème  de  Dirichlet. 

Je  me  suis  arrêté  aux  méthodes  de  M.  Neumann,  qui  sont  les  plus 
simples,  et,  en  partant  du  principe  fondamental  de  ces  méthodes, 
j'ai  réussi  à  établir,  dans  des  suppositions  assez  générales,  non  seule- 
ment la  possibilité  du  problème  électrostatique  dont  il  sagit.  mais 
encore  la  méthode  qu'a  proposée,  pour  le  résoudre,  M.  Robin  (-) 


(')  Dans  ce  qui  suit,  nous  entendions  par  fonction  harmonique  dans  le 
domaine  E  toute  fonction  qui,  pour  les  points  du  domaine  lî,  sauf,  peut-être, 
ceux  de  sa  frontière,  est  uniforme  et  continue,  ainsi  que  ses  dérivées  par  rapport 
au\  coordonnées,  et  qui  satisfait  à  l'équation  de  Laplace.  D'ailleurs,  si  le 
domaine  E  s'étend  à  l'infini,  celte  fonction  doit  s'annuler  à  l'infini,  en  tendant 
vers  zéro  uniformément  dans  toutes  les  directions  (nous  supposons  que  lu  l'ioii- 
lière  du  domaine  E  ne  s'étende  pas  à  l'infini). 

(-)  11  est  à  se  rappeler  que  M  f{obin  n'a  établi  sa  méthode  que  dans  la  sup- 
position qu'on  ait  préalablement  démontré  la  possibilité  du  problème. 
Récemment   M.  SleklolT  a   signalé   une   modification   de   l'analyse  de   M.   Holiin 
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Cela  étant  établi,  on  peut  s'en  servir  pour  aborder  les  questions 
plus  générales.  C'est  ce  que  j'ai  aussi  essayé  de  faire,  en  considérant 
le  cas  général  du  problème  de  Dirichlet  et  en  recherchant  les  condi- 
tions assurant  l'existence,  sur  la  surface  qui  sert  de  frontière  au 
domaine  considéré,  des  valeurs  limites  des  dérivées  de  la  fonction 
harmonique  cherchée. 

En  traitant  ce  problème  par  une  méthode  convenable,  je  suis  par- 
venu à  montrer  qu'en  ce  qui  concerne  la  dérivée  normale  la  question 
se  ramène  à  celle  de  la  même  espèce  pour  le  potentiel  de  la  double 
couche  dont  la  densité  est  égale  à  la  valeur  de  la  fonction  harmonique 
sur  la  surface. 

L'étude  de  ces  sortes  de  questions  n'est  pas  sans  importance,  puisque 
les  valeurs,  sur  la  surface,  des  dérivées-de  la  fonction  harmonique  se 
présentent  dans  bien  des  cas  :  il  n'y  a  qu'à  se  rappeler  le  problème 
général  de  l'Electrostatique,  ainsi  que  la  formule  connue  dont  on  se 
sert  souvent  pour  représenter  la  solution  du  problème  de  Dirichlet, 
formule  qui  contient  la  dérivée  normale  de  la  fonction  de  Green. 

Telles  sont  les  questions  qui  feront  l'objet  des  recherches  qui  vont 
suivre. 


CHAPITRE  I. 

HYPOTHÈSES    ET    PROPOSITIONS    AIXILIAIRES. 

1.   Notre  Etude  se  rapportera  au  cas  d'une  surface  fermée  S   à 
l'égard  de  laquelle  nous  ferons  les  suppositions  suivantes  : 
I"  En  tout  point  de  S  il  existe  un  plan  tangent  déterminé; 

peimettanl  de  se  débarrasser  de  celte  supposition  et,  par  suite,  d'établir  la 
possibilité  du  problème  {Comptes  rendus,  i3  décembre  1897).  L'analyse  de 
M.  Steklofl',  comme  celle  de  M.  Robin,  ne  s'applique  qu'aux  surfanes  convexes. 
Dans  les  Comptes  rendus  (22  novemjjre  1897),  en  énonçant  les  résultats  de  mon 
étude  de  la  question,  je  me  suis  aussi  restreint  à  la  supposition  que  la  surface 
considérée  soit  convexe.  Mais,  pour  mon  analyse,  celte  restriction  n'a  rien 
d'essentiel  et,  comme  on  le  verra  dans  le  présent  Mémoire,  elle  peut  être  rem- 
placée par  une  autre,  plus  générale  [voir  le  n°  7). 
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2°  Il  existe  une  longueur  D,  telle  que,  un  point  quelconque  ^  de  S 
étant  pris  pour  centre  de  la  sphère  de  rayon  D,  une  parallèle  à  la  nor- 
male à  S  en  p  ne  puisse  rencontrer  S,  à  l'intérieur  de  la  sphère,  qu'en 
un  seul  point; 

3"  S  étant  l'angle  aigu  que  fait  la  normale  au  point  quelconque  /> 
de  S  avec  celle  d'un  autre  point  p'  de  cette  surface  et  /•  la  distance 
mutuelle  de  ces  deux  points,  on  peut  assigner  deux  nombres  positifs  a 
et  a  indépendants  du  choix  des  points  p  et  p'  et  tels  cju'on  ait 

£:  <  a/•^ 

quelles  que  soient  les  positions  de  ces  points. 

Outre  ces  suppositions,  nous  en  aurons  à  faire  encore  une.  Mais 
nous  l'énoncerons  plus  tard  et,  à  présent,  nous  nous  arrêterons  sur  les 
suppositions  ci-dessus  pour  en  déduire  quek[ues  conséquences  qui 
nous  seront  nécessaires  dans  la  suite. 

En  prenant  un  point  quelconque  p^  de  S  pour  origine  des  coor- 
données rectangulaires  et  la  normale  en  ce  point  pour  axe  des  z,  con- 
sidérons les  points  de  S  dont  la  distance  /„  au  point  />„  ne  surpasse 
pas  D. 

Soient  p  un  de  ces  points  et  x,  y,  z  ses  coordonnées. 

En  vertu  de  la  deuxième  supposition,  z  sera  une  fonction  uniforme 
de  X,  y,  s'annulant  pour  x  -^ y  =  o,  et  cette  fonction,  en  vertu  des 
lieux  autres  suppositions,  admettra  les  dérivées 

(H       (H 
ûj:  '     dy 

qui  seront  continues,  si  D  est  assez  petit  pour  que  l'angle  ^„  que  fait  la 
normale  au  point/;  avec  celle  du  point />„  ne  ])uisse  atteindre  -;  c'est 
ce(|ui  aura  limi,  ])ar  exem|)le,  si  l'on  a 

aD«<i. 

D'ailleurs,  si  l'on  admet  cette  inégalité  et  ([iie  l'on  tienne  compte 
de  ce  que 

cos2r„  >  I  -  i  &'  >  I  -  '  f/-/-". 
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on  trouve 


d'où  Ton  déduit 

(©■-(|)'<-''-"-'--'-'<-'<-''-'- 

Maintenant  posons 

X  =  ^  cos'l,         y  =  s  sin'i 

et  considérons  z  comme  fonction  de  p  et  de  \. 
Puisqu'on  a 

œ)'<(iy-(i)' 

on  aura 

et,  par  suite, 

|:rl<v/3aD\=<v3p. 
De  là  on  conclut 

On  a  donc 


/•«  =  v/p'  +  -"'  <2?- 


U?p! 


et,  par  suite, 


ce  c[ue  l'on  peut  remplacer  par  l'inégalité  plus  siuijjlc 

(2)  l^i  <  aap""^', 

en  remarquant  que  2'<a  -t-  i,  puisque  le  nombre  x  ne  peut  pas  évi- 
demment surpasser  i. 
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Fin  même  temps  on  aura 

(3)  \/WHÏÏ)'<i''- 

^      -  COSJ,,  ' 

Toutes  ces  inégalités  auront  lieu,  tant  que  r\<D,  si  Ton  prend 
pour  D,  ainsi  que  nous  le  supposerons  dans  la  suite,  une  quantité  sa- 
tisfaisant non  seulement  à  la  condition  de  la  deuxième  supposition, 
mais  encore  à  celle-ci,  aD'^'S  i . 

Pour  ce  qui  va  suivre  il  est  utile  de  remarquer  que,  si  Ion  construit 
un  cylindre  de  révolution  C  ayant  pour  axe  Taxe  des  z  et,  pour  la  plus 
courte  distance  de  ses  génératrices  à  Taxe,  une  quantité  plus  petite 
que  ;^D,  la  portion  S„  de  S,  découpée  par  C  au  voisinage  du  point /)„> 
se  trouvera  tout  entière  à  l'intérieur  de  la  sphère  de  rayon  D  ayant 
pour  centre  le  point />„.  Donc,  les  inégalités  ci-dessus  auront  lieu  pour 
tous  les  points  de  S„. 

2.  Dans  la  suite,  nous  aurons  à  considérer  des  potentiels  soit  dune 
simple  couche,  soit  d'une  double  couche  répandue  sur  S,  et  à  présent 
nous  nous  arrêterons  sur  quelques  propositions  relatives  à  ces  poten- 
tiels. 

Nous  commencerons  par  préciser  la  notion  de  ce  que  nous  appelle- 
rons la  dérivée  normale  d'une  fonction  au  point  quelconque  de  S. 

La  surface  S  étant  fermée,  l'espace  tout  entier  sera  partagé  par  elle 
en  deux  portions  :  l'espace  intérieur  E,  et  l'espace  extérieur  E^. 

Considérons  l'un  quelconque  de  ces  deux  espaces  que  nous  désigne- 
rons par  E. 

Soient  P(.x,  y,  r  )  un  |)oint  de  E,  et  F(x, _)',;)  une  fonclioii  (Irtinic 
dans  le  domaine  E,  fonction  (|ue  nous  supposerons  uniforme  et  con- 
tinue, ainsi  que  ses  dérivées 

dV       dV       ÙV^ 
àx        à  Y        àz 

tant  f[ue  le  point  P  ne  se  trouve  pas  sur  S. 
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Supposons  que  le  point  P  soil  situé  sur  la  normale  au  point  p  de  S 
et,  en  entendant  par  ii  l'une  des  deux  directions  de  celte  normale, 
considérons  l'expression 

^  cos(/i,  x)  ■+-  ^  cos(«,7)  +  ^  cos(/z,  z), 

que  nous  désignerons  par 

\dnjp 

Supposons  maintenant  que  le  point  P,  rn  leslanl  toujours  sur  la 
normale  u,  se  rapproche  indéfiniment  du  point  p. 

Alors,  si  l'expression  ci-dessus  tend  vers  une  limite,  cette  limite  re- 
présentera ce  que  nous  appellerons  la  dérivée  normale  àc  la  fonction  F 

,.  ■  dV 

au  point  p,  et  ce  que  nous  désignerons  par  ^• 

Dans  les  cas  où  il  sera  nécessaire  d'appeler  rattenlion  sur  l'espace 
considéré,  nous  désignerons  le  point  P  par  P,  ou  par  P,,,  suivant 
qu'il  appartient  à  E,  ou  à  E^,  et  la  limite  dont  il  s'agit  sera  dési- 
gnée par 

de  sorte  qu'on  aura 

les  points  P,,  P^  se  rapprochant  indéfiniment  du  point/). 

Nous  appellerons  ces  limites  dérivée  normale  intérieure  et  dérivée 
normale  extérieure. 

Cela  posé,  considérons  le  potentiel  Y  d'une  simple  couche  à  densité  h 
répandue  sur  S. 

Soient  ds'  un  élément  superficiel  de  S,  k  la  valeur  de  k  au  point  p' 
appartenant  à  cet  élément  et  R  la  distance  du  point  P  au  point  p' . 

On  aura 

,,         rk' ds' 

l'intégrale  étant  étendue  à  la  surface  S  tout  entière. 
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Nous  supposerons  que  la  densité  k  représente  une  fonction  continue 
sur  S  (').  Alors  V  sera  une  fonction  de  x,  y,  z  continue  dans  l'espace 
tout  entier.  D'ailleurs,  dans  les  suppositions  cjue  nous  avons  faites  à 
l'égard  de  S,  cette  fonction  admettra  les  deux  dérivées  normales 

\ànji  \dnj, 

en  tout  point  p  de  S. 

Pour  fixer  les  idées,  nous  supposerons  que  n  désigne  la  direction 
de  la  normale  intérieure  par  rapport  à  S,  et  dans  la  suite,  où  nous 
parlerons  de  la  direction  de  la  normale,  nous  entendrons  par  là  tou- 
jours cette  direction,  à  moins  que  nous  ne  disions  le  contraire. 

Cela  posé,  on  sait  que 

(5)  ^\      ,.      .' 


KSI  =  /^^-^^^' 


où  cp  désigne  l'angle  que  fait  la  normale  au  point  p  considéré  (direc- 
tion n)  avec  la  direction/)/)'  et  /•  la  distance  pp' . 

Donc,  si  l'on  pose 

/'  k'  co=,(uds'        j 
— TT— =J, 

et  que  l'on  considère,  par  exemple,  l'expression 

(')  En  disant  qu'une  fonction  quelconque  A  définie  pour  les  points  de  S  est 
continue  au  point/;,  nous  entendons  par  là  la  condition  que,  pour  tout  nombre 
positif  E,  on  peut  assigner  un  autre  nombre  positif  /,  tel  (|u'iin  ail 

|/--r|<^, 

toutes  les  fois  (|ue  la  distance  du  |)i)inl  //'  au  point  /)  nu  surpasse  pas  /.  Si  cette 
condition  est  remplie  pour  toute  position  du  point/),  la  fonction  /.  scn  continue 
sur  la  surface  S.  On  sait  ([ue  le  nombre  /peut  être  choisi  alors  indépendamment 
de  la  position  du  jioint /v. 
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(■Il  supposanl  que  le  point  l\  lende  vers  p,  celle  expression  deviendra 
une  quantité  infiniment  petite. 

Dans  la  suite,  nous  aurons  besoin  d'avoir  une  limite  supérieure 
pour  la  valeur  absolue  de  cette  quantité,  et  maintenant  nous  allons  la 
rechercher,  en  nous  restreignant  à  la  supposition  que  la  fonction  con- 
tinue A- satisfasse  à  la  condition  exprimée  par  l'inégalité 

(G)  [/,_/,'l<N,-?. 

où  N,  p  désignent  des  nombres  positifs,  indépendants  de  la  position 
des  points  p,  p'  auxquels  se  rapportent  les  valeurs  /.-,  /.'. 

3.  Soient/>o  le  point  de  S,  que  nous  voulons  considérer,  et  J(/>„  j  la 
valeur  de  la  fonction  J  en  ce  point. 

Soit,  d'autre  part,  P„  un  point  du  domaine  E,  se  trouvant  toujours 
sur  la  normale  au  point/»,,. 

En  désignant  la  distance  P„/7o  par  'C,  la  valeur  de  ^'  au  point  l'„ 
sera  une  fonction  de  "(,  que  nous  désignerons  par  V('C). 

La  dérivée  de  cette  fonction  étant  désignée  par  V'CC),  nous  aurons 
à  discuter  l'expression 

V'(0- J(/^^  +  2zA„, 

où  Ao  désigne  la  densité  au  point /)„. 

Nous  nous  servirons  du  système  de  coordonnées  introduit  au  n"  1 
et  nous  désignerons  par  x,  y,  z  les  coordonnées  d'un  point  p  de  Télé- 
ment  superficiel  ds.  Alors,  en  posant 


V.r^4-/- 


nous  aurons 


v'f'+(=-i;r  =  R., 


les  intégrations  étant  étendues  à  S. 

Maintenant  concevons  un  cylindre  de  révolution  C  ayant  pour  axe 
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l'axe  des  z  (normale  au  point  jo»)  et,  pour  la  plus  courte  distance  de 
ses  génératrices  à  l'axe,  une  quantité  B,  que  nous  supposerons,  eu 
égard  à  ce  que  nous  avons  remarqué  au  n°  1,  plus  petite  que  i  D. 

Soient  S„  la  portion  de  S  découpée  par  C  au  voisinage  du  point />„, 
et  S,  la  portion  qui  reste. 

En  désignant  par  V^(^),  3u{Po^  1<^^  intégrales 


J        R3       '        J    '"o 


étendues  à  S„,   et  par  V,  (!)  la  première  intégrale   étendue   à  S,, 
on  aura 

V'(r)=.v;co^v;(r), 
J  (/>,.)  =  J«(/'«)  +  v;(o). 

Par  suite,  la  quantité 

|V'CO-J(po)+2:.A-J 
ne  surpassera  pas  celle-ci 

|v;(0-v;(o)|4-|v;,(0-Jo(/'o)  +  ^t:A-„|. 

Or,  si  Ton  fixe  le  nombre  o  et  que  Ton  ne  considère  que  des  valeurs 
assez  petites  de  v,  par  exemple  celles  qui  ne  surpassent  pas  ^  D,  on 
pourra  évidemment  trouver  un  nombre  positif  A,  ne  dépendant  ni 
de  la  position  du  point /Jo,  ni  de  la  fonction  A,  et  tel  (ju'on  ait 

|Y'.(0-V',(o)|<A,K-(, 

K  étant  la  plus  grande  valeur  que  puisse  atteindre  sur  S  la  fonc- 
tion \k\. 

Donc,  il  ne  reste  qu'à  discuter  l'expression 
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Posons 


les  intégrations  étant  étendues  à  S„. 
rSous  aurons  alors 

|V;('C)-Jo(/>„.)  +  2-/rJ<|P|  +  |Q|. 

Nous  devons  donc  évaluer  les  limites  supérieures  pour  |  F  1  et  |  Q  | , 
ce  que  nous  pouvons  faire  en  nous  servant  des  inégalités  obtenues 
au  n°  1. 

Prenons  pour  variables  indépendantes  dans  les  fonctions  à  intégrer 
les  coordonnées  polaires  p,  '|i  définies  par  les  équations 

Alors,  en  désignant  par  Sq  l'angle  que  fait  la  normale  au  poinl  p  avec 
Taxe  des  z,  on  aura 

Or,  en  vertu  des  inégalités  évidentes 

lR„-7-„l<'C,      R„>p,      r„>p, 
on  a 

D'autre  part,  en  posant 


on  trouve 


T._,  =  îl(?-=)-^^ 


p=+(=-c)' 
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et,  par  suite, 

iT^_i|<|f|  +f!, 
'  '      IpI       p- 

quel  ([ue  soit  '(• 

Maintenant  supposons,  pour  fixer  les  idées,  que  ô  ait  été  choisi  con- 
formément à  l'inégalité 

2  a  0*  •<  I . 

Alors,  pour  les  points  de  S,,  on  aura,  en  vertu  de  (2),  |^|<^p  et, 
par  suite,  T<[  2. 
On  aura  donc 

Il  '   I  ^^        3T^  .         6? 

I  Ri  "~  'Il      f\!f^^-      p^/,?T^' 
Cela  posé,  si  l'on  se  sert  des  inégalités 

|-|<^2ap"^',  cos2to>-5 

dont  la  seconde  résulte  de  (4),  on  trouve 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

ô 

lP|<48-Ka'C»  T:^^". 

Nous  avons  déjà  remarqué  que  le  nombre  a  ne  peut  pas  surpasser  i. 
Or,  si  a  <|  I,  l'intégrale  qui  figure  dans  cette  inégalité  ne  pourra  sur- 
passer, quel  que  soit  '(,  le  nombre  fixe 


et,  si  a  =  I,  on  aura  une  limite  supérieure  indépendante  de  "(  pour  le 
produit  de  celle  intégrale  par  'Q-,  t  étant  une  fraction  positive  fixe 
qu'on  pourra  d'ailleurs  prendre  aussi  voisine  de  zéro  (pi'ou  voudra. 
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On  voit  donc  que,  si  l'on  entend  par  a,,  un  nombre  posiljf  fixe  salis- 
faisan  t  aux  conditions 

on  aura 

|P|<A„K-C\ 

A„  étant  une  certaine  constante  ne  dépendant  ni  de  la  position  du 
point /?„,  ni  de  la  fonction  k. 

Considérons  maintenant  la  quantité  Q. 

On  voit  aisément  qu'on  peut  la  présenter  sous  la  forme 

Or,  pour  les  points  de  S„,  on  a 

lT^-i|<[^|+^<2|^|<4af', 
et,  par  suite,  puisque  T<^  2, 

I  T^  -  1 1<  (T+  i)  I  T=  -  1 1<  i2az\ 
D'autre  part,  dans  la  supposition  2ao''<  i,  l'inégalité  ('1)  donne 

Donc,  en  vertu  de  l'inégalité  évidente 

|a6  —  i|<|a  —  i|-4-|6— i|  +  |a  —  i||6  —  i|, 

1 1  <  lihaf. 
En  se  servant  de  cette  inégalité  ainsi  que  de  celle-ci 


on  trouve 

I     T' 


cos' 
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qui  en  résulte,  et  en  remarquant  qu'eji  vertu  de  (G) 

|A--A-„|<N(2p)P 

(puisque,  pour  les  points  considérés  7\,<;2p),  on  arrive,  après  une 
transformation  évidente,  à  l'inégalité 

IQl  <2uK  ^ -I- i)2-KaÇ"  /    j 

0 

-^0    (a;2-t-i)^ 

Or,  sauf  le  cas  où  k  est  une  constante,  le  nombre  ^  ne  peut  pas  sur- 
passer l'unité.  D'ailleurs  on  peut  évidemment  supposer  toujours  p  <<  i . 

Par  suite,  en  remarquant  que  les  intégrales  qui  figurent  dans  cette 
inégalité  sont  de  la  même  nature  que  celle  que  nous  avons  rencontrée 
plus  haut,  on  aura 

|Ql<A;K*eo  +  BN(:P, 

A'„  et  B  étant  des  nombres  de  la  même  espèce  que  A^  et  A,. 
Donc,  en  rapprochant  toutes  les  inégalités  obtenues,  on  trouve 

I  V'CO  -  Hpo)  -f-  2-A-o  I  <  AK(:««  -+-  BNrp, 

A,  B  étant  des  constantes  qui  ne  dépendent  ni  de  la  position  (hi  |ioinl 
/?„,  ni  de  la  fonction  /». 

Dans  le  cas  que  nous  avons  en  vue  on  aura  [i  <^  a,  et,  par  suite,  on 
pourra  prendre  a„  =  p. 

Alors,  en  remplaçant  /?„  j)ar  p  et  en  reprenant  les  notations  du  n"  2, 
on  obtiendra 

(7)  K^)  -J  +  ^-^'•|<^^^^  +  l^^)'^^ 


'C  étant  la  distance  P,/;. 

i.   (>onime  nous  l'avons  déjà  remarqué,  la  condilion  de  conliiniilé 
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de  \<i  fonction  k  assure  l'existence  des  deux  dérivées  normales 

\dnji  \dnje 

en  tout  point  p  de  S. 

Donc,  à  cette  seule  condition,  pour  chacun  des  deux  domaines  E,, 
E^,  il  existera  une  limite  déterminée  pour  Texpression 

—  cos(rt,x-)  +  j^cos(/î,7J+  ^cos(«,:;), 

lorsque  le  point  P(x,/,  :;)  appartenant  à  ce  domaine  tendra  à  se 
rapprocher  indéfiniment  du  point  />,  en  restant  toujours  sur  la  nor- 
male n. 

Mais  supposons  maintenant  que  le  point  P  se  rapproche  \eTsp  sui- 
vant une  courbe  quelconque. 

Pourrait-on  affirmer  alors  Texistencc  d'une  limite  pour  l'expression 
ci-dessus?  Et,  plus  généralement,  pourrait-on  conclure  Texistence  des 
limites  pour  les  trois  dérivées 

\^)  dx'     Oy'     dz  ' 

On  s'assure  facilement  qu'à  la  seule  condition  de  continuité  de  k 
cette  conclusion  ne  serait  pas  légitime.  Mais,  si  l'on  suppose  que  la 
fonction  k  satisfasse  encore  à  la  condition  (6),  on  pourra  montrer, 
ainsi  que  nous  le  ferons  tout  de  suite,  que  les  limites  dont  il  s'agit  exis- 
teront toutes  et  seront  indépendantes  du  choix  de  la  courbe  suivant 
laquelle  le  point  P  se  rapproche  de  p. 

Soit  p„  le  point  de  S  vers  lequel  on  fera  tendre  le  point  P  du  do- 
maine considéré  et  soit  Po  un  point  du  même  domaine  situé  sur  la  nor- 
male en  p„. 

En  désignant  les  valeurs  des  dérivées  (8)  au  point  P  respectivement 
par  X(P),  Y(P),  Z(P),  nous  commencerons  par  démontrer  l'exis- 
tence des  limites  pour  X(P„),  Y(P„),  Z(P„),  le  point  Po  tendant 
vers  Po- 

Pour  le  démontrer,  en  général,  il  suffit  évidemment  de  le  faire  dans 
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une  supposition  particulière  quelconque  à  l'égard  du  système  de 
coordonnées. 

Prenons  donc  le  système  considéré  au  numéro  précédent,  le  point  p^ 
étant  Torigine  et  la  direction  /7„Po  Taxe  des  z. 

Alors  il  n"v  aura  à  considérer  que  les  deux  expressions  X(Po), 
Y(Po)  et,  d'ailleurs,  il  suffira  d'établir  l'existence  de  la  limite  pour 
l'une  quelconque  d'entre  elles,  par  exemple  pour  X(Po). 

En  reprenant  les  notations  du  numéro  précédent,  nous  aurons 

kx  ds 


X(P„)=/^ 


l'intégrale  étant  étendue  à  S. 

Introduisons  maintenant  le  cylindre  C,  que  nous  y  avons  défini,  et 
désignons  par  X„(P(,),  X,(P„)  les  intégrales  de  la  même  forme  éten- 
dues à  S„,  S|. 

On  aura 

X(P„)  =  X„(P„)  +  X.(P„). 

Or,  on  voit  aisément  que,  o  étant  fixé  et  X,  étant  assez  petit  (par 
exemple,  plus  petit  que  ^tD),  on  pourra  trouver  un  nombre  positif  C, 
indépendant  de  la  position  du  point /?„  et  tel  qu'on  ait 

|x.(P„)-x.(/,„)|<c.r. 

D'autre  part,  o  étant  assez  petit,  on  a 

Xo(Po)=/%os-^/.|fji:^, 

ce  qu'on  peut  présenter  sous  la  forme 

-0  J^       VCOS..0  /(p2^.  r2)ï 

+  /       COS'}r/'|   /      '—^ ^^. 

et,  si  l'on  fait  à  l'égard  de  o  les  mêmes  suppositions  (pi "an   numéro 
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précédent,  on  aura,  dans  le  champ  d'intégration, 

I    T^  I 

I  cos  Jj  I    ^  ' 

De  là,  eu  égard  à  Tinégalité 

|A--A-„i<N/f<2NpP, 

on  voit  immédiatement  que,  ^  tendant  vers  zéro,  la  fonction  X„(P„) 
tendra  vers  une  limite  déterminée. 

D'ailleurs,  en  désignant  cette  limite  par  \„(p„),  on  aura 


-+-   j         COS'j'f/'l    / 


COS:Ju  /    p 

(/.--k,)Tl  dp 


COS&o 


T„  étant  la  valeur  de  T  pour  '(  =  o. 

On  voit  donc  que,  l  tendant  vers  zéro,  la  fonction  X(P„)  tendra 
vers  la  limite 

X„(a)  +  X,(/,,)('), 

(jue  nous  désignerons  par  X(/j„).  D'ailleurs,  il  est  facile  de  s'assurer 
(|u'elle  tendra  vers  cette  limite  uniformément  pour  toutes  les  positions 
du  point  /^j. 

Pour  le  montrer,  nous  remarquons  qu'on  peut  écrire 

X„(P„)  -  X„(/,„;  =  A-,|"cos.|f4jr^^(-I^  _  ,)  1"—-^  -  Il  fd. 

J„  J„       cos.ru      r 

(')  On  peut  remarquer  que  celle  limite  est  la  même  pour  les  domaines  E,- 
et  E,,. 
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Or,  on  a 


TH2p^z:  +  z^:^) 


et,  par  suite,  puisque  dans  le  champ  d'intégration  T<^2,ap'^<^ao^<Cr,, 
To  <[  1 ,  on  trouve 

'  "'^         p^+?^        ^v/Fm^-' 


T'-T:1<(T  +  To)|T^-T^.|< 


-2a  p^i. 


En  se  servant  de  cette  inégalité  ainsi  que  de  celles-ci 
I    T' 


COSrJo 


I  I  <  26 a p",         I  A-  -  /.„  j  <  2  N pP,        cos  j„  >  '^, 
Il  '  I  ^        ^^ 

on  parvient  à  la  suivante  : 

I  X,(P„)  -  X„(/;„)  I  <  3927:Ka'e  f  Ç^  +  48T:Nr?  T  ^tl^, 
et,  de  là,  si  [i  <C  a,  on  conclut 

|x„(Po)-x„(/>„)i<c„'(:p, 

C„  étant  un  nombre  de  la  même  espèce  que  C,. 

Donc,  en  désignant  par  C  un  nombre  positif  conveualilemciil  clii)isi 
et  indépendant  de  la  position  du  point  /;„,  on  aura 

|X(P„)-x(y.„)l<Grp 

pour  .toutes  les  valeurs  de  "^  qui  ne  surpassent  pas  une  certaine  Hmile 
fixe  (par  exemple,  pour  'C<^D);  et  cette  inégalité  prouve  bien 
l'exactitude  de  noire  affirmalion. 

Maintenant   reportons-nous  à   un   système   de   coordonnées   quel- 
conque. 
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D'après  ce  que  nous  venons  de  montrer  et  ce  que  nous  avons  montré 
au  numéro  précédent,  nous  pouvons  affirmer  que,  la  distance  'C  du 
point  P„  au  point  p^  tendant  vers  zéro,  les  quantités  X(P„),  \  (P,,)? 
Z(P|,)  tendront  vers  certaines  limites  (en  général,  différentes  pour  les 
domaines  E,  et  E^),  et  cela  uniformément  pour  toutes  les  positions  du 

point  po- 

Ces  limites,  que  nous  pouvons  désigner,  ne  considérant  qu'un  seul 
des  deux  domaines  E,-,  E^,  par  X(po),  ¥(/)„),  Z(p„),  représenteront 
certaines  fonctions  du  point  po,  et  il  est  facile  de  voir  que  ces  fonctions 
seront  continues  sur  S. 

En  effet,  les  expressions  X(P„),  Y(P„),  Z(Po),  si  l'on  y  donne  à  "( 
une  valeur  fixe  suffisamment  petite  (par  exemple,  plus  petite  que  ^D), 
deviendront  des  fonctions  du  point  />,,  continues  sur  S  et,  comme,  pour 
'Ç  ^  G,  elles  tendent  uniformément  vers  les  fonctions  X(p„),  Y(/)„), 
Z  (/)„),  on  en  conclut  immédiatement  la  continuité  de  ces  dernières. 

Cela  étant  établi,  concevons,  outre  le  point  p^,  un  autre  point p  de  S 
et  un  point  P  du  domaine  considéré  situé  sur  la  normale  en  p. 

Soient  '(  la  distance />P  et  /•„  la  distance  y5/>o- 

Quelle  que  soit  la  position  du  point/?,  nous  pouvons  prendre  "C  assez 
petit  pour  que  les  différences 

X(P)-X(p),         Y(P)-Y(/,),        Z(P)-Z(p) 

soient  aussi  petites  en  valeurs  absolues  qu'on  voudra  et,  d'autre  part, 
les  fonctions  \(p),  Y(/>),  Z(/>)  étant  continues  sur  S,  on  peut 
prendre  /■„  assez  petit  pour  que  les  différences 

X(p)-  X(p„),         Y(p)  -  Y(p„),         Z(p)  -  Zip,) 

soient  aussi  voisines  de  zéro  qu'on  voudra. 

Donc,  on  pourra  prendre  'C  et  /•„  suffisamment  petits  pour  cju'on  ait 

|X(P)-X(p„)l<B,         \Y{P)-Y(p,)\<z, 
|Z(P)-Z(p„)|<s, 

quelque  petit  que  soit  le  nombre  £. 
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On  a  donc  bien 

limX(P)  =  X(/^„),         limY(P)  =  Y(/Jo),         lini  Z(P)  =  Z(/?„), 

indépendamment  de  la  loi  suivant  laquelle  le  point  P  se  rapproche 
de  p„. 

ii.   L'intégrale  J  qui  figure  dans  l'expression  de -r—  jouera  dans  la 

suite  un  rôle  considérable,  et  nous  nous  arrêterons  maintenant  sur 
une  de  ses  propriétés. 

Il  est  facile  de  montrer  que,  A  étant  une  fonction  quelconque,  inté- 
grable  sur  S  (et  par  suite  limitée),  cette  intégrale  représentera  une 
fonction  continue  sur  S,  de  sorte  que,  si  l'on  désigne  par  J'  la  valeur 
de  J  au  point  p'  et  par  /■  la  distance  de  ce  point  au  point  p,  la  diffé- 
rence J' —  J  deviendra  infiniment  petite,  toutes  les  fois  que  /•  tendra 
vers  zéro. 

Mais  il  y  a  plus  :  on  peut  montrer  que  cette  différence  n'est  jauuiis 
de  l'ordre  infiniment  petit  par  rapport  à  r. 

Pour  établir  ce  point,  qui  est  d'une  grande  importance  pour  ce  qui 
va  suivre,  il  faut  montrer  que,  ^  étant  un  certain  nombre  positif  fixe, 
on  peut  assigner  au  rapport 

l.r-Jl 


une  limite  supérieure  indépendamment  de  la  position  des  points/^,  p' . 

La  recherche  de  la  limite  supérieure  exacte  des  valeurs  de  p,  satis- 
faisant à  cette  condition,  serait  un  problème  assez  difficile,  et  nous 
nous  contenterons  de  signaler  une  quelconque  de  ces  valeurs  de  p,  ce 
qui  nous  suffira  complètement  dans  notre  étude. 

Soient  Pf,  et  /?,  les  deux  points  considérés  de  S  dont  la  dislance 
mutuelle  sera  désignée  par  /•. 

En  entendant  par/j  un  point  de  l'élément  superficiel  ds,  nous  dési- 
gnerons par  i\  et  cpo  la  dislance  p^p  et  l'angle  que  fait  la  normale  au 
point  ^(,  avec  la  direction  p„p.  Pareillement,  j)ar  / ,  et  cp,  seront  dési- 
gnés la  distance  />,/;  et  langle  de  la  normale  au  point  /;,  avec  la  direc- 
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tion  p^p.  Alors,  pour  les  valeurs  de  J  aux  points  ^f,,  /;,,  on  aura 
T  f  k  cos  o^ds  T  /      \         r  f'  cos  -i,  dx 

Hp.,)  =  J  — ^'      ^(p,)  =  J  — j^' 

les  intégrales  étant  étendues  à  S,  et  nous  aurons  à  évaluer,  en  fonc- 
tion de  /•,  une  limite  supérieure  pour 

Xous  introduirons  de  nouveau  le  cylindre  C,  considéré  au  n''  5. 
ayant  pour  axe  la  normale  au  point^„,  et  nous  désignerons  par  Jo(/j„), 
Jo(Pi)  les  intégrales  ci-dessus  étendues  à  S^  et  par  i,(pg),  J,(/>,)  ces 
intégrales  étendues  à  S,. 

En  posant 

•T.(/>.)— J.(/^o)  =  A. 
et  en  remarquant  que 

|J(/'.)-J(/^«)|<iJo(/^)|  +  iJo(^.)l  +  m> 

nous  chercherons  les  limites  supérieures  des  trois  termes  du  second 
membre  en  fonction  de  o  et  /•,  sauf  à  établir  ensuite  une  certaine 
dépendance  entre  ces  deux  quantités. 

Dans  cette  recherche,  nous  supposerons  r<|  o. 

Commençons  par  les  deux  premiers  termes. 

Pour  évaluer  leurs  limites  supérieures,  nous  considérerons,  d'une 
manière  générale,  l'intégrale 

étendue  à  une  portion  quelconque  .s  de  S,  dans  laquelle  /•„  ne  surpasse 
pas  une  quantité  assez  petite  /. 

Nous  nous  servirons  du  système  de  coordonnées  et  dos  notations 
du  n°  5.  INous  aurons  alors 

Azds 


J.(/'o)  =  ^^ 
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et,   en  supposant  /  assez  petit  pour  qu'on  puisse  se  servir  des  iné- 
galités 

|3|<2ap«-',  cos2r„>^ 

nous  en  déduirons 

Par  suite,  à  plus  forte  raison. 

Maintenant,  pour  obtenir  les  limites  cherchées,  il  n'y  a  qu'à  remar- 
quer que  dans  les  intégrales  JoC/^o)?  ^aipô 

.       /•«<20,         r,  </-  +  '-o<3o. 
On  a  donc,  0  étant  assez  petit, 

lJo(/>o)|<^Iv«S«,  |J„(^,)]<^K«'>. 

Considérons  maintenant  le  troisième  terme. 

Nous  supposerons  que  c  ne  surpasse  pas  une  quantité  fixe  o^  satis- 
faisant aux  inégalités 

^-«<^D,         2ao;;<i, 

et  nous  désignerons  par  A^  la  valeur  de  A  pour  0  =  o„. 
On  aura 

|a;<!a  — A„|  +  ]A„|, 

Or,  J  étant  l'angle  fait  par  la  noruiale  au  point  p,  avec  celle  du 
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point  /)(,  et  X,,  y,,  z,  les  coordonnées  du  point  p,,  on  a 

'•.  cos  cp,  =  1^:;  -  ^,  -  (x  —  x,  )  J7;  -  (j  -  J.  )  J^ J  cos  z. 

Par  suite,  puisque  /■„  cos  o„  =  -,  on  aura 

I  r,  cos  '^,  —  /■„  cos  Ço  I 

<:\z\(i-cosz)-t-\z,\-h^(x-x,)^^  +(/— 7.)j^|- 


D'ailleurs 


(•^-^.)è  +  (j-r.):'^"'' 


cl,  en  vertu  des  inégalités  (2),  (3),  (4),  on  a 


^|<2ao„r%         y/(^|iiy+(giy<4«,-,  i^cos&<2«/-. 

Donc,  en  remarquant  que  dans  le  champ  de  l'intégration 


|-l<o„,         s/(x  -  X, y-h{y  -y,y  <i %, 
il  vient 

I  /•,  cos  s,  —  ?'q  coscpo  1  <  laaûo?-". 

D'autre  part,  puisque 

\'\  —  r„\<Cr,         /•„>?,  /•,>/•,- 7- >p  —  7-. 

et  que  dans  le  champ  d'intégration  p  —  /•>  o,  on  trouve 


'■i''o  V''f  '•■'■o  '■«/  '"l?(p  —  '■)' 

Supposons  que  r<^-ù.  Alors  cetlc  inégalité  donnera 
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et  puisque 

COS  ç,  COS  ç,>    /    I  1    \     _ 

'■'i  'o  ^  ''î  ''o   '       '  '  ' 

on  aura,  dans  le  champ  d'intégration, 


r,  COS  G,  —  /•„  COS 


Par  suite,  en  remarquant  que  le  second  membre  ne  surpasse  pas  1; 
quantité 

12(0;,-°'+ «5„)r»       iSo;,-"'-'' 


et  que  dans  la  fonction  à  intégrer  cos  J„>  -,  on  trouve 

lA-A„|<727TorivÇ- 

D'autre  part,  il  est  évident  qu'il  y  aura  un  nombre  fixe  HJ,  ne  dépen- 
dant pas  de  la  fonction  A-  et  tel  qu'on  ait 

|a„|<h;k/-". 

Donc,  pour  un  autre  nombre  H'  de  la  même  nature,  on  aura 

|A|<H'KÇ. 
De  tout  cela,  on  conclut  qu'on  aura  une  inégalité  de  la  forme 

|J(/>.)-J(/>o)!<H'kÇ  +  H"K^, 

H',  H"  étant  des  nombres  ne  dépendant  ni  de  la  [)osilion  des  points 
considérés,  ni  de  la  fonction  /r,  ni  de  o,  et,  par  la  nature  même  de 
cette  inégalité,  on  voit  qu'elle  aura  lieu  non  seulement  dans  les  suppo- 
sitions que  nous  avons  faites  pour  l'obtenir,  mais  encore  (piels  que 
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soienl  /■  et  o,  pourvu  qu'on  prenne  pour  H'  et  H"  des  nombres  assez 
grands. 

iMainlenant,  posons 

en  entendant  par  c  une  constante  positive  quelconque  et  en  supposant 

a 

'  a  -H  I 

Alors  notre  inégalité  deviendra 

1J(/'.)-J(a)!<(h'^  +  H"c=')k,-p, 

avec  cette  valeur  pour  [i 

et  c'est  le  résultat  cherché. 

En  remplaçant  p„,  p,  par  p,  p'  et  en  reprenant  les  notations  intro- 
duites au  début  du  numéro  présent,  nous  le  présenterons  sous  la 
forme 

(9)  |J'-Ji<HIv/-P, 

H  étant  un  nombre  positif  ne  dépendant  ni  de  la  position  des  points  p, 
/>',  ni  de  la  fonction  k. 

6.  Comme  nous  l'avons  déjà  dit,  outre  les  poleuliels  des  simples 
couches,  nous  aurons  à  considérer  aussi  ceux  des  doubles  couches. 

Par  le  potentiel,  au  point  P,  d'une  double  couche  à  densité  (ou  à 
moment)  [x  on  entend,  comme  on  sait,  l'intégrale 

■«A  r Tfx'  cos  <!>'  ds' 


/fx'  cos  <ï 


dans  laquelle  $'  désigne  l'angle  que  fait  la  normale  au  point  //  de  l'élé- 
ment  ds'  avec  la  direction  /j'P,  R  la  distance  p'V  et  ^'  la  valeur  de  a 
au  point  ^j'. 

Nous  supposerons  que  \x  est  une  fonction  conlinue  sur  la  surface  S 
à  laquelle  s'étend  l'intégration. 
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A  celte  condition  ^^  représentera  une  fonction  des  coordonnées  x, 
y,  :  du  point  P  parfaitement  déterminée  dans  tout  l'espace.  Mais 
cette  fonction,  tout  en  restant  continue,  tant  que  le  point  P  ne  se 
trouve  pas  sur  S,  varie  brusquement,  lorsque  ce  point  vient  à  traver- 
ser la  surface  en  un  point  quelconque  p. 

Soient  o',  /•  ce  que  deviennent  $',  R,  lorsque  le  point  P  se  trouve 
en  p,  et 

/u.'  costs'  ds' 

Alors  (V  représentera  ce  qu'on  peut  appeler  la  valn/r  directe  de  ^^ 
au  point  p,  valeur  qui  diffère,  en  général,  des  valeurs  limites  Wj  et  av 
qu'on  obtient  en  supposant  que  le  point  P  se  rapproche  indéfiniment 
vers  p,  en  restant  toujours,  soit  dans  le  domaine  E,,  soit  dans  le  do- 
maine E^. 

On  a,  en  effet,  comme  on  sait, 

\  (i^,  =  n--f-2-a, 
(  «^e=  w  —  ir.ii,. 

On  peut  remarquer  que,  u.  étant  continue,  w  et,  par  suite  aussi,  a-,, 
u-,.  représenteront  des  fonctions  continues  sur  S. 

Maintenant,  supposant  que  le  point  P  se  trouve  sur  la  uoiiualc  // 
au  point  p,  considérons  l'expression 

()f> 

qui  se  présentera  dans  notre  étude  dans  la  supposition  (pu-  la  dislance'C 
du  point  P  au  point  p  soit  assez  petite. 

Il  est  bien  clair  que  la  seule  condition  de  continuité  de  la  fom  lion  u. 
ne  suffit  pas  encore  pour  assurer  l'existence  d'une  limite  pom-  li'x- 
pression  ci-dessus,  C  tendant  vers  zéro. 

Donc  la  dérivée  normale  de  la  fonction  \\  n'existe  cpic  sous  cer- 
taines conditions  complémentaires,  et  de  pareilles  conditions  seront 
iiidicpiées  dans  la  suite. 


QUESTIONS     SE     RATTACHANT    AL'     PROBF.ÈME     DE     DIBICIILET.  267 

Mais  à  présent  nous  n'admettrons  que  les  suppositions  déjà  faites, 
et,  en  restant  dans  ces  généralités,  nous  nous  bornerons  à  montrer 
que,  l  étant  assez  petit,  il  existe  une  limite  supérieure  pour  le  pro- 
duit 


ce  qui  sulTira  pour  la  rcclierche  que  nous  avons  en  vue. 

En  entendant  par  &  l'angle  des  deux  normales  aux  points  p  et  p'  et 
par  $  Tang-le  de  la  normale  n  au  point  p  avec  la  direction  P//,  on  aura 


.'  ds' 


{à_^\    =|'(cos^  +  3  cos$  cos$')  ^ 
Par  suite,  il  vient 


IV  du 


<4M/^, 


M  étant  la  plus  grande  valeur  sur  S  de  la  fonction  |  [j.  j. 

Or  rinlégrale  qui  figure  ici  est  bien  connue,  et  Ton  sait  que,  'Ç  étant 
assez  petit,  on  peut  assigner  une  limite  supérieure  pour  le  produit 

.,rds' 

D'ailleurs,  si  le  rapport  de  s  à  D  ne  surpasse  pas  une  fraction  fixe, 
par  exemple,  ^,  cette  limite  pourra  être  choisie  indépendamment  de 
la  position  du  point /j. 

Donc,  pour  de  pareilles  valeurs  de  "C,  on  aura  une  inégalité  de  la 

forme 

G  étant  une  constante  ne  dépendant  ni  de  la  position  du  point  /),  m  de 
la  fonction  a. 

7.  Soit  Co  une  fonction  donnée  définie  pour  les  points  de  S  de  ma- 
nière à  être  intégrable  sur  celte  surface  (et,  par  suite,  limitée). 
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Supposons  qu'en  partant  de  cette  fonction  on   ait  formé  la  suite 
indéfinie  de  fonctions 

r, ,        ('2,        t's,        . .  •, 

liées  par  les  équations  de  la  forme 

costs'  ds' 


où  m  est  un  nombre  de  la  suite  i,  2,  3,  ...,  et  i',„_,  la  valeur  de  la 
fonction  r,„_|  au  point/?'. 

On  sait  que  cette  suite  de  fonctions  joue  un  rôle  très  important  dans 
les  méthodes  qu'a  proposées  M.  Neumann  pour  les  divers  problèmes 
se  rattachant  à  Técjuation  de  Laplace. 

On  sait,  en  effet,  que  ces  méthodes  sont  fondées  sur  le  princijie 
suivant,  que  nous  appellerons  p/v/?c?/>e  de  Neumann  : 

Quelle  que  soit  la  fonction  r,,,  il  existe  une  constante  C,  telle  que, 
pour  tous  les  points  de  S  et  pour  toutes  les  valeurs  de  /??,  on  ait 

(12)  |p,„-C|<La"', 

L,  A  étant  des  constantes  positives  indépendantes  du  nombre  m,  et  \ 
repi-éscntanl  un  nomhj-e  qui  est  plus  petit  que  i  et  ne  dépend  point 
(le  la  fonction  r„. 

C'est  encore  sur  ce  principe  que  nous  allons  nous  ajijiuyci'  dans 
notre  recherche. 

Comme  on  le  sait,  la  première  déniouslration  de  ce  principe  est 
due  à  M.  Neumann,  qui  a  imaginé,  àcetelfel,  nue  méthode  spc'cialr 
devenue  maintenant  classique. 

Celle  méthode  ne  s'appli(jue  qu'aux  surfaces  convexes.  Mais  c'est 
un  cas  assez  général  où  elle  peut  servir  à  démontrer  le  principe  en 
loule  rigueur,  du  moins  dans  les  suppositions  qui  sont  ici  admises. 

C'est  pourquoi,  dans  ma  Note  des  Comptes  rendus  (a2  no- 
vembre 1897  ),  je  me  suis  borné  à  la  supposition  (pie  la  surface  consi- 
dérée soit  convexe. 
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Toutefois,  pour  Texactilude  du  principe,  celte  supposition  n'est 
nullement  nécessaire.  On  sait,  en  effet,  par  les  dernières  recherches 
de  M.  Poincaré  {Acta  mathematica,  t.  XX),  que  le  principe  de  Neu- 
mann  peut  bien   être  exact  aussi  pour  certaines  surfaces  non  con- 


vexes. 


D'ailleurs,  de  cette  supposition  elle-même,  l'analyse  cju'on  trouvera 
ici  sera  enliùrement  indépendante,  et  tout  ce  qui  va  suivre  sera  appli- 
cable non  seulement  aux  surfaces  convexes,  mais  encore  à  toute  sur- 
face qui  satisfait  aux  conditions  du  n"  1  et  pour  laquelle  on  réussit  à 
démontrer  le  principe  en  question. 

Par  cette  raison,  à  présent,  au  lieu  de  supposer  que  la  surface  S  soit 
convexe,  nous  supposerons,  plus  généralement,  que  le  principe  de 
iNeumann  soit  applicable. 

C'est  en  cela  que  consistera  la  supposition  que  nous  avions  encore 
à  faire,  ainsi  que  nous  l'avons  mentionné  au  n"  1 . 

Après  ces  préhminaires,  abordons  notre  étude. 


CHAPITRE  II. 

PKOBLÈME    FONDAMENTAL    DE    l'ÉLECTKOSTATIQUE. 

8.  Nous  ne  considérerons  que  le  cas  d'un  conducteur  unique 
d'étendue  finie  et  limité  par  une  seule  surface  fermée  S  à  l'égard  de 
laquelle  nous  ferons  les  suppositions  énoncées  au  \\°  1. 

Supposons  que  notre  conducteur  soit  chargé  d'une  quantité  donnée 
d'électricité,  et  qu'il  soit  ensuite  soustrait  à  toute  influence  exté- 
rieure. 

On  sait  que,  si  l'équilibre  est  possible,  l'électricité  se  distribuera  à 
la  surface  S  avec  une  densité  A",  telle  que  l'intégrale 


?pr 


ésenlant,  avec  les  notation?  déjà  définies  (n"  2  ).  le  potentiel  de  la 
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couche  électrique,  conservera  une  valeur  constante  C  dans  toute  réten- 
due du  conducteur. 

Donc,  pour  démontrer  la  possibilité  du  problème  qui  nous  occupe, 
on  doit  établir  l'existence  d'une  fonction  k  satisfaisant  à  la  condition 
ci-dessus  et  conduisant  à  la  valeur  donnée  pour  l'intégrale 

fkdsC). 

On  peut  remarquer  que  cette  fonction,  si  toutefois  elle  est  continue, 
satisfait  à  l'équation 

(.3)  /^=^/^^-^^ 

qui  découle  immédiatement  de  la  première  des  formules  (5). 

Réciproquement,  toute  solution  continue  de  celte  équation  conduit 
à  une  valeur  constante  de  l'intéorrale 


/ 


k'ds' 
H 


dans  toute  l'étendue  du  conducteur.  Donc,  si  cette  solution  n'est  pas 
identiquement  nulle,  elle  donnera  une  solution  du  problème  consi- 
déré. 

On  sait  que,  dans  les  Traités  de  l'Électrostatique,  on  propose  le 
théorème  d'après  lequel,  le  problème  considéré  étant  possible,  il 
n'en  peut  exister  qu'une  seule  solution. 

Il  va  sans  dire  que  ce  théorème  n'est  exact  qu'avec  certaines  res- 
trictions. 

Si  l'on  ne  veut  admettre  pour  A'  que  des  solutions  continues,  on  peut 


(')  Nous  désignerons  l'élémenl  superficiel  tantôt  par  rtx,  tantôt  par  ds' ,  et  le 
point  variable  appartenant  à  cet  élément  sera  désigné  par/>  dans  le  premier  cas 
et  par  p'  dans  le  second.  En  même  temps,  considérant  une  fonction  d'un  seul 
point  de  S  et  désignant  sa  valeur  au  point/)  par/,  nous  désignerons  sa  valeur 
en  p'  par  f. 
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le  démontrer,  par  des  méthodes  connues,  en  loute  rigueur.  Mais,  si 
l'on  ne  faisait  pas  cette  restriction,  on  ne  pourrait  démontr.T  le 
tliéorème  qu'en  précisant  d'avance  la  manière  dont  se  comporte  la 
fonction  k  aux  lieux  de  discontinuité. 

Nous  ne  nous  arrêterons  pas  sur  ce  point,  puisque,  dans  la  suile, 
nous  ne  considérerons  que  des  solutions  continues. 

Aussi  bornons-nous  à  citer  la  proposition  suivante  : 

L'équation  (i3)  avec  la  condilion 

l  k  ds  —  quantité  donnée 
ne  peut  admettre  qu'une  seule  solution  continue. 
9.   Reprenons  la  suite  de  fondions 


définie  au  n"  7. 

Les  deux  fonctions  consécutives  de  cette  suite  étant  liées  par  Fécpia- 

tion 

I       /■  i''„,_,  coso'(/.v' 

'■"'^.-ij    7^ ' 

toutes  ces  fonctions  seront  parfaitement  déterminées,  si  Ton  donne  i„. 
Mais  à  présent,  au  lieu  de  donner  directement  cette  fonction,  nous 
la  définirons  par  la  formule 

'•o=j  ~r' 

k„  étant  une   fonction  donnée  que  nous  supposerons  non  seulciii.iil 
continue  sur  S,  mais  encore  vérifiant  la  condilion  analot;-ue  à  celle  (  (>), 

(M)  iA„-/r;,i<N„/^ 

on  \„,  |i„  (lésii-nent  d<'s  nombres  positifs  indépnidaiils  de  la  position 
des  points  p.  p' . 
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Les  fonctions  ci-dessus  ne  sont  définies  que  pour  les  points  de  la 
surface  S.  Mais,  en  partant  de  ces  fonctions,  on  peut  construire  une 
autre  suite  de  fonctions 

définies  pour  tous  les  points  de  l'espace  E,  intérieur  à  cette  surface. 

Nous  définirons  ces  fonctions  par  la  condition  qu'elles  représentent, 
pour  le  domaine  E,,  les  solutions  du  problème  de  Dirichlet  se  rédui- 
sant sur  S  respectivement  aux  fonctions 

(•„,      r,,      Co,      r.,,      

Alors  nous  aurons 

et,  en  vertu  de  la  première  des  formules  (10),  il  viendra 


,     ^x  ir  I         /"(''„,    .COS'P' ds' 


Par  cette  formule,  en  y  faisant  successivement  /«  =  r,  2,  3,  . . .,  on 
déterminera,  de  proche  en  proche,  toutes  les  fonctions  V,„. 

Maintenant  supposons  c{ue,  pour  la  surface  considérée,  on  ait  réussi 
à  démontrer  le  principe  de  Neumann. 

On  aura  alors  l'inégalité  (12),  et  comme,  d'après  le  théorème  connu, 
toutes  les  valeurs  de  la  fonction  V,„  se  trouvent  entre  la  plus  petite  et 
la  plus  grande  des  valeurs  de  la  fonction  r,„,  on  aura  aussi 

|V,„-C|<La"' 

pour  tous  les  points  du  domaine  E,-. 

De  là,  puisque  X<[i,  on  voit  que,  m  croissant  iudéiiniment,  la 
fonction  V,„  tendra  vers  la  constante  C. 

Or,  nous  verrons  tout  de  suite  que  la  fonction  \  ,„  peut  être  pré- 
sentée sous  la  forme 

y;  ■„,  di' 
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du  |K)lcntiel  d'une  simple  couche  répandue  sur  Sa  densité  /»,„  continue 
snr  cette  surface. 

Donc,  si  l'on  parvient  à  démontrer  que,  ni  croissant  indéfinimenl, 
celte  densité  tend  uniformément  vers  une  limite  qui  ne  soit  pas  idenli- 
(juemcnt  nulle,  la  possibilité  du  problème  électrostatique  sera  établie, 
puisque  cette  limite  représentera  une  fonction  k  pour  lacjuelle  Tinlé- 
urale 


fk'dn' 

J  ~iï~ 


conservera  une  valeur  constante  dans  le  domaine  E,,  et  qiiani 
condition 


/  kds  =  quantité  d( 


on  pourra  ton  jours  y  satisfaire  par  un  choix  convenable  de  la  fonc- 
tion Aq. 

10.    Pour  démoiilrcr  la   l'orniule  (lO),   supposons  qu  ou   ail  déjà 
trouvé 

'A'    ,  ds' 


J        R 


et  (juc  la  densité  /i„_,  de  ce  potentiel  satisfasse  à  la  condition 

N,„_, ,  ^„,_,  étant  lies  nombres  positifs  indé[)endants  de  la  [losilion  d( 
points  p,  p' . 

Alors,  comme  nous  lavons  vu  au  n"  4,  les  dérivées 

à\.„_,  ô\„._,  à\„,.. 


d-r  dy  dz 

seront   déterminées   et    continues   dans    le   (Inniaiiic    \L,  .   justju'à   la 
surface  S. 

Par  suite,  nous  pourrons  ap})li(juer  à  la  fonclion  \  ,„_,  la  formuli- 

Journ.  de  Matlt.  (')•  série),  tome  I\  .  —  Fasc.  MI,   iSyS.  JS 
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connue  de  (iicen,  (jui  donnera 

'"-'  ~  'at.  j  K--  .\-  J      On'       R"' 

0\' 

— J— ,-  élanl  la  valeur  au  point  p'  de  la  dérivée  normale  intérieure  de 

la  fonction  V,„_, . 

Or,  en  vertu  de  cela,  la  l'orniule  (i5)  se  réduira  à 

'"         27- j       an-       H    ^       '"-" 

ce  ([ui  se  présentera  sous  la  forme  (iG),  si  Ton  pose 

2  7:     .un 

D'ailleurs,  en  vertu  de  (5),  celte  expression  de  /r,„  prendi-a  la 
foinie 

(■7)  /..=-- -j-^V^' 

d'où  l'on  voit,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  montré  au  n"  ,'»,  ([uon  aura 

(iH)  |/>,.  -/>■„,  l<^'m'"'^"S 

^m,  pm  étant  des  nombres  de  la  même  espèce  que  X,,,., ,  [îi,„   , . 

Donc,  la  formule  (i6)  cl  Tinégalité  (i8)  étant  exactes  pour  unr 
\aleur  quelci)n(pie  de  m,  elles  le  seront  aussi  pour  la  valeur  plus  i;iandr 
d'une  unité. 

Or,  lu  fonction  \  „  a  déjà  la  forme  (iC))  avec  la  condition  (  i  \  ).  i|iii' 
nous  avons  admise. 

Par  suite,  la  formule  (  r())  el  la  eonlinnilc'  de  la  ioiiclioii  /r„,  se  lioii- 
vcnt  démoutr(''es. 

D'ailleurs  nous  avons  ohlenu  la  foiniule  (  i  7  ),  qui  |)ermel  de  calculer 
les  /,,„,  en  parlant  de  /,„. 

I!emar(pi((ns  (pie  cette  formule  fail  voir,   loul  in(li''|M'ii(lamm('Ml  du 
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principe  de  Neuuiann,  que,  dans  noire  recherche,  il  suffira  d'élablir 
l"c.vistencc  de  la  limite  A  pour  /r„,  et  runiformité  de  convergence  vers 
cette  limite.  11  résulte,  en  cfTet,  de  la  formule  (\-)  que  cette  limite 
satisfera  nécessairement  à  Téquation  (i3). 

Remarquons  encore  cpie  pour  satisfaire  à  Féquation 


/ 


kc/.s 


i;-  étant  la  charge  donnée  du  conducteur,   il  n"v  aura  qu'k  prendre, 
pour  A„,  une  fonction  vérifiant  Téquation 

/!.„.,.  =  ,. 

(.)n  a,  en  elTet,  en  vertu  de  (17), 

fk,„ds=  fh„,^,ds' 

«■t,  par  suite, 

fh,„ds=  fk.ds, 

(juel  que  soit  ni. 

Cela  posé,  nous  allons  établir  l'existence  de  la  limite  A,  en  nous  ap- 
puyant sur  le  principe  de  Ncumann. 

1 1 .  Tout  dabord  ,  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  fonction  V„, 
peut  être  présentée  sous  forme  de  potentiel  dune  double  couche 
répandue  sur  S. 

A  cet  elTet,  on  remarquera  qu'en  vertu  de  (12)  la  série 

('',„  -  »•„,+,  )  +  ('•,«+2  —  '-,«.3)  +  ('•»,+  >  -  '•,«+0)  +  •  •  • 

est  convergente  et,  d'ailleurs,  uniformément  pour  tous  les  points  de  S. 
La  série  considérée  définit  donc  une  certaine  fonction,  et.  ses  Icrmes 
l'Iaut  continus  sur  S,  celle  foiution  le  sera  aussi  en  vertu  tir  runifor- 
mité de  conversïence. 
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En  désignant  celle  fonction  par  a,,,,  posons 

Alors  \V,„  représentera  une  certaine  fonclion  harmoniciiic  dans  le 
domaine  E,-,  et  celle  fonclion,  en  vertu  de  (  lo),  se  réduira  sur  S  a 

I       r  ix,   coi  o' ds' 


I       r  ;-i„,  cos  ç 
:  -    /  /- 


Or,  le  premier  ternie  de  celte  expression,  en  vertu  de  la  Iniinule 

(20)  u.,„  =  (e„,  -  r,„^,  )  -)-  (v,„^,  -  e,,,..,)  +  . . . 
cl  des  équations  par  lesrpiellcs  sont  liées  les  r,„,  est  égal  à 

('•,„M  -  '«^2)  +  i:;,,^.  -  <W,)  +  •  •  •  =  '•,„  -  \^,n  —  c. 

Donc  la  fouctioi)  W',„  se  réduit  sur  S  à 

r,„  -  c, 

et,  par  suite,  on  a 

(21)  v„,  =^v„,^-c 

pour  tous  les  points  du  domaine  E,-.  C'est  ce  que  donne,  (railleurs, 
immédiatement  la  méthode  connue  de  Neumann. 

Cela  posé,  prenons  un  point  quelconque  p  de  S  et  uu  point  I*  du 
domaine  E,  situé  sur  la  normale  n  en  p.  Puis,  en  supposant  (pic  la 
dislance  "C  =  P/5  soit  assez  petite  (par  e\em[)Ie,  plus  pelilc  <|ne^  D), 
considérons  les  expressions 

O/l  J  \'  \    On 

^  nn  ^  m  '''li"'l  d('liuies  par  les  formules  (  iG)  el  (i;)). 

Soil  K,„  une  limite  sup(''rienr('  (piel('on(|nc  de  la  innilion  ' /.■, 
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En  vcrlu  de  (9)  cl  de  (17),  on  aura 

i/',n-A;„i<HK,„_,/-!S 

H  élanl  indépendant  du  nombre  ni  el  de  ia  position  des  points  p,  ji  d 
Ji  étant  défini  par  la  formule 


Par  suite,  rinéi;'alité  (  7)  donnera 

'à\',„ 


A,  B  étant  des  nombres  de  la  môme  espèce  que  H,  et  de  là  on  déduit 

li-  I  A™..  -  A-„  I  <  (AK,„  4-  BK„,..,  )  "(P 

D'autre  part,  en  vertu  de  (12),  on  a 

|«',«-  tV«+,  |<L(A"'  +  X"'-') 

et,  par  suite,  (  20)  donne 

l^«l<7:3i>^"'- 

Ou  aura  donc,  en  vertu  de  (11), 

K'iW.)  |<G^. 
I  \  c/«   /].  I  ^       : 

G  étant  une  constante  ne  dépendant  ni  du  nomijrc  ///,  ni  de  la  p 
tion  du  point  p. 

Or,  en  vertu  de  (21), 

l*ar  suite,  on  a 
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A-,„.,  —  A«  I  <  ( Ak,„  +  BK„,_,  )r?  +  C.  '-Ç, 
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et  celle  incgalilé,  où  le  premier  membre  ne  dépend  j)oinl  de  Z,  sera 
encore  exacle,  si  Ton  y  pose 

r  clanl  im  n()ml)re  posilif  quelcon(pio. 
Donc,  en  posanl 

on  aura  une  inégalilé  de  la  forme 

(22)  1  A-,,,^,  -  /.■,„!<  (/-(-  r/K,„4-  ry"K„,^,')A;", 

/,  q',  q"  élanl  des  nombres  positifs  f|ui  ne  dépendent  ni  du  uomltre  ///. 
ni  de  la  posilion  du  poinl  p. 
De  celle  inégalité  il  vient 

I  /•■,„,-,  I  <  I  Am  I   ^  (  /  +  (l\^,n  +  y"K,„-,  )>^"'' 

d\)ù  Ton  voil  qu'à  parlii'  de  ni  =  i  on  |)eul  admettre 

K,„^,  =  K,„  -+-(/-+-  f/K,„  -h  q"K,n-,  )  A"'- 

Mais  aloi's,  à  partir  de  la  même  valeur  de  ///,  on  auia  Iv,,,^,^  lv,„ 
l'I,  par  suite,  en  posanl  y  4-  q"=  q,  il  viendra 

K,„^,  <  (i  +  (/ a;")K,„  +  /a"'. 

Celte  inégalité  aura  lieu  à  partir  de  /// =  -«..    Mais,  en  clioisissaul 
convenablement  Ko  et  K,,  on  [)()uirii  Fadmellre  à  parlir  de  ///  =  o. 
Alors,  en  n'man|uanl  quellr  |)('ul  être  ('■erite  ainsi  : 


ou  cw  fleduiri 


K„,.,  +  ^  <  (^K„  +  ij  (  I  +  q)(i  -+-  ryA,)  (1  -t-  ql]  )  .  .  .  (1  +  qV;'). 
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Or.  A,  est  plus  petit  que  i.  Par  suite,  le  produit  infini 

(  I  +  7  )  (  I  -+-  (7'>.,  Ut  4-  (fl^\)  { I  -h  q'l~\  ) . .  . 

est  convergent  et,  si  Ion  désigne  sa  valeur  par  (^),  l'inégalité  ci-dessus 
donnera 


K„ 


^<(K.+  i)<.. 


Donc  le  nombre  K,„,  (juel  que  soit  m^  reste  au-dessous  de 


^K.+  ilO 


7' 


en  vertu  de  quoi  l'inégalité  (■l'i)  permet  de  conclure  la  suivante  : 

(23)  |a„,^.-/..,!<l,a;"- 

où 

L,  =  (/+.yK„;Q. 

De  là,  on  voit  que  la  série 

04)  A„  +  (A-,  -  A-„)  +  (  A-, -  A, )  +  (k,  -  A-,)  +. . . 

convei'ge.  D'ailleurs,  L,  et  A,  étant  indépendants  de  la  position  du 
point/?,  sa  convergence  est  uniforme  pour  tous  les  points  de  S. 

Donc,  cette  série  définit  une  fonction  h  parfaitement  déterminée 
sur  S  et,  comme  la  somme  de  ses  m  -i-  i  premiers  termes  est  égale 
à  /i,„,  on  voit  que,  m  croissant  indéfiniment.  A,,,  tendra  uiiiformémenl 
vers  k. 

C'est  ce  que  nous  avons  voulu  démontrer. 

12.  La  fonction  A',  comme  cela  résulte  de  sa  définition  par  la 
série  (24  ),  est  continue  en  tous  les  points  de  S.  D'ailleurs,  en  vertu 
de  (17),  A,„  tendant  uniformément  vers  A,  celte  fonclion  vérifie 
l'équation  (  i3). 

Nous  avons  donc  démontré  (jue,  dans  le  cas  des  surfaces  c]ue  nous 
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considérons  ici,  les  équalions 

£  élanl  une  qiianlité  donnée  quelconque,  adineltcnl  toujours  une  solu- 
tion continue  et,  comme  nous  Tavons  déjà  remanjué,  elles  n'en 
admettent  qu'une  seule. 

En  même  temps,  nous  avons  établi  ({ue  celte  solution  peut  être 
oljtenue  par  la  méthode  suivante  : 

On  prendra  une  fonction  quelconque  A„,  limitée  et  vérifiant  la 
condition 

("a-o  (h  =  i". 

l'uis,  en  partant  de  cette  fonction,  on  construira  une  suite  indéfinie  de 
fonctions 

A,,     A.,     A3,     A , 

(ju'on  déterminera  successivement  paria  formule 

;                    •        r^m-t   C0S(Sf/.5' 
''"'=^.J     ^^"-' 

et  la  solution  cherchée  s'obtiendra  comme  la  limite  de  /:,„,  lorsque  /// 
croîtra  indéfiniment  ('  ). 

C'est  en  cela  que  consiste  la  méthode  pro[)osée  par  M.  lloiiin  pour 
résoudre  le  problème  considéré. 

Le  principe  d'où  découle  cette  méthode  consiste  eu  ce  (pie  les 
fonctions  k,„  satisfont  à  l'inégalité 

î  A"„n-,  —  k,„  I  <|  L,  A,  , 


(')  Dans  la  démonslralion,  nous  avons  imposé  à  />„  une  certaine  restriction,  à 
savoir,  que  cette  fonction  satisfasse  à  l'inégalité  (l'i).  Mais  on  remarque  tout  (te 
suite  qu'on  peut  s'en  alTrancliir.  En  elTet,  quelle  que  soil  la  fonction  /,„,  pourvu 
qu'elle  soit  inlégrable  (et,  par  suite,  limitée),  la  fonction  /i',  satisfera  à  l'inéga- 
lité (18)  et,  par  conséquent,  pourra  jouer  le  rôle  de  /„  dans  la  démonstration. 
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OÙ  L,,  A,  sont  des  constantes  positives  indépendantes  du  nombre  ///  et, 
d'ailleurs,  X,  est  plus  petit  que  i  et  ne  dépend  point  de  la  fonction  A„. 
Nous  venons  de  montrer  que,  pour  les  surfaces  satisfaisant  aux 
conditions  du  n°  1,  ce  principe  est  une  conséquence  nécessaire  du 
principe  de  Neumann. 

15.   Le  cas  où  Ion  a 

("/.„  ds  =  o 

iiiérite  une  attention  particulière. 

Dans  ce  cas,  la  fonction  continue  A',  à  laquelle  conduit  la  méthode 
ci-dessus,  satisfera  aux  équations 

et,  par  suite,  sera  identiquement  nulle. 

Or,  cette  fonction  représente  la  valeur  de  la  série 

/.-,„  +  (A„,.,  -  /.-,„)  +  (A-,,,..  -  A-,,,..  )  -f-. . . . 

Ou  aura  donc 

A,„  =  (  A„,  -  A„,,,  )  +  (/r,„^,  -  A-,„.,)  -f- . . . 

el,  de  là,  en  vertu  de  (23),  on  conclura 

Donc,  dans  le  cas  considéré,  la  série 

Ao  4-  A,  +  A.  +  A.,  +  . . . 

sera  absolument  et  uniformément  convergente,  et  sa  convergence  sera 
plus  forte  que  celle  d'une  progression  géométrique  de  raison  X,. 

Journ    de  Math,  (j"  série),  loine  IV.  —  Fasc.   III,  i8i)S.  36 
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14.  Reprenons  le  problème  électrostatique. 

Par  l'équation  (i3),  à  laquelle  satisfait  la  densité  k,  on  voit  que 
cette  fonction  satisfera  à  la  condition  (6),  si  Ton  y  pose 

'^  a  -t-  I 

Donc,  en  vertu  de  ce  qui  a  été  montré  au  n"  4,  le  potentiel 


^'=P^ 


admettra  des  valeurs  limites  déterminées  pour  ses  dérivées 

(}\       0\      f}\ 
().f       ày       àz 

toutes  les  fois  que  le  point  P(x,y,:.)  se  rapprochera  indéliniment 
d'un  point  déterminé  de  S,  en  restant  toujours  dans  l'espace  E,.  exté- 
rieur à  cette  surface. 

Par  suite  on  arrive  à  la  conclusion  que,  dans  le  cas  parliculier  du 
problème  de  Dirichlet,  celui  où,  le  domaine  considéré  étant  l'espace 
extérieur  à  S,  la  fonction  harmonicjue  cherchée  se  réduit  sur  S  à  une 
constante,  cette  fonction  admettra,  en  tout  |)()int  de  S,  non  seule- 
ment la  dérivée  normale,  mais  encore  des  valeurs  limites  déterminées 
pour  ses  trois  dérivées  partielles  du  premier  ordre  par  rapport  aux 
coordonnées.  D'ailleurs  ces  valeurs  représenteiont  des  fonctions  conti- 
nues sur  S. 

Nous  allons  maintenant  étudier  les  (pieslions  analogues  jiour  le  cas 
général  du  problème  de  Dirichlel. 
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CHAPITRE  III. 

l'ROBLtME    DE    DIRICHLET. 

13.  Nous  considérerons  le  problème  de  Dirichlet  tant  pour  l'espace 
E,-  intérieur  à  S  cjue  pour  l'espace  E,,  extérieur  à  cette  surface. 

Soit yia  fonction  donnée  à  laquelle  doit  se  réduire  sur  S  la  fonction 
liannonique  cherchée  ^ \ 

En  supposant  que  f  soit  continue  sur  S  et  en  admettant  toujours 
que  le  principe  de  Neuraann  soit  applicable  à  la  surface  considérée, 
nous  rechercherons  les  conditions  pour  qu'il  existe  une  dérivée  nor- 
male de  la  fonction  V  pour  tous  les  points  de  S.  Puis,  nous  signale- 
rons aussi  une  condition  assurant  l'existence  des  valeurs  limites  pour 
les  dérivées 

t>V       JV       (TV 
dx       ôy  '      dz 

le  point  P^..;,',^',  :;)  tendant  vers  un  point  quelconque  de  S. 

Cette  dernière  condition  se  rapportera  exclusivement  à  la  fonction 
/,  de  sorte  que  le  théorème  sera  applicable  au  cas  général  des  surfaces 
que  nous  considérons  ici. 

Quant  à  la  recherche  concernant  la  dérivée  normale  seule,  les  déri- 
vées par  rapport  aux  coordonnées  pouvant  ne  pas  admettre  des  va- 
leurs limites  sur  S,  nous  ne  pourrons  l'entreprendre  que  sous  certaines 
restrictions  complémentaires  à  l'égard  de  la  surface,  et  la  supposition 
à  laquelle  nous  nous  arrêterons  consistera  en  ce  que,  pour  le  nombre  a 
défini  au  n°  1,  on  peut  prendre  r. 

A  cette  condition,  on  pourra  construire,  au  voisinage  de  S,  deux 
.séries  de  surfaces  fermées,  dites  parallèles ,  n'ayant  pas  de  points 
multiples  et  aussi  voisines  de  S  qu'on  voudra,  l'une  des  deux  séries 
contenant  les  surfaces  S,  intérieures  à  S,  l'autre  celles  S^  extérieures 
à  S. 

Pour  s'en  assurer,  il  n'y  a  qu  à  se  servir  des  inégalités  du  \\°  l  où 
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Ton  fera  a  =  t  ,  en  les  appliquant  aux  formules  connues 

X  :=  X-  ±  'C  C0S(»,  X), 

Y  =y±lcos(,i,y), 
Z  =  :  ±  Zcosin,  :■), 

qui  établissenl  une  correspondance  entre  les  points  p(x,y,  z)  de  la 
surface  S  et  ceux  P(X,  Y,  Z)  d'une  des  surfaces  parallèles,  ri  étant  la 
direction  de  la  normale  à  S  au  point/?  et  'Ç  un  nombre  positif  fixe  re- 
présentant la  distance  mutuelle  des  points/?  et  P. 

En  considérant  ces  formules,  on  s'assure  facilement  que,  si  le  nombre 
'C  vérifie  les  inégalités 

(dans  la  supposition  r/D<i  à  laquelle  se  réduit  celle  al)^^  i  du  n°  1), 
le  lieu  géométrique  des  points  P  représentera  une  surface  fermée 
sans  points  multiples  qui  n'aura  aucun  point  commun  avec  S  et  ad- 
mettra un  plan  tangent  déterminé  en  chacun  de  ses  points,  ce  plan 
étant  parallèle  au  plan  tangent  de  la  surface  S  au  point  correspon- 
dant. 

Cela  posé,  considérons  la  dérivée  normale  d'une  fonction  quelconque 
au  point  P  de  l'une  des  surfaces  que  nous  venons  do  définir  et  suppo- 
sons qu'on  fasse  tendre  "C  vers  zéro. 

Le  point  P  tendra  vers  jo,  et  comme  les  normales  à  S  et  à  la  surface 
considérée  aux  points  />  et  P  se  confondent,  la  dérivée  dont  il  s'agit 
tendra,  si  elle  a  une  limite,  vers  la  dérivée  normale  de  la  même  fonc- 
tion au  point/)  de  S. 

Cette' remarque  nous  permettra,  ainsi  qu'on  le  verra  tout  de  suite, 
d'employer,  à  une  certaine  condition,  la  formule  de  dreen  et  les 
autres  formules  analogues  qui  résultent  de  la  transformation  d'une  in- 
tégrale étendue  au  volume  en  celle  de  surface. 

16.  Supposons  que,  pour  l'un  des  deux  domaines  E,-,  K,.,  on  ail 
trouvé  la  fonction  harmonique  V  se  réduisant  sur  S  à  une  fonction 
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donnée  /  supposée  continue  sur  S('),  et  que  celle  fonclion  liiinno- 
nique  admette  la  dérivée  normale  j^  en  tout  pomt/>  de  b. 

Cherchons  la  condition  que  doit  remplir  pour  cela  la  fonction  /'. 

Pour  aborder  celte  recherche,  nous  devrons  faire  toutefois  une  cer- 
taine restriction. 

En  supposant  que  la  dérivée  normale  ^  existe  pour  tous  les  points 
de  S,  nous  admettons  seulement  que  la  diflérence 

ônjf.        dn 

le  point  P  étant  situé  sur  la  normale  n  en  p,  tend  vers  zéro  en  même 
Icnqis  que  la  dislance  Vp  =  'C.  quelle  que  soit  la  position  du  point/j. 

Mais  cela  ne  nous  suffira  pas  encore,  et  nous  devrons  supposer  que 
la  diilérence  en  question  tende  vers  zéro  uniforméwenl  pour  tous  les 
points  de  S. 

Lorsqu'une  fonclion  sera  dans  ce  cas,  nous  dirons  que  sa  dérivée 
normale  est  régulière  sur  S. 

Tel  sera,  par  exemple,  le  cas  du  potentiel  d'une  simple  couche 
répandue  sur  S  à  densité  continue  sur  cette  surface,  comme  on  s'en 
assure  facilement  par  rinspeclion  des  formules  développées  au  Cha- 
pitre I  (■)• 

Supposons  donc  que  la  dérivée  normale  -^  soit  régulière  sur  S. 

l^^Ue  représentera  alors  nécessairement  une  fonclion  continue  sur 

celte  surface. 

On  en  déduira  encore  une  autre  conclusion  imporlanle  :  la  valeur 


se  re 


(')  En  disant  qu'une  fonclion  V,  définie  pour  l'un  des  deux  domaines  E,,  E^., 
•  réduit  sur  Sa/,  nous  entendons  par  là  que  V  — /tend  vers  zéro,  toutes  les 
fois  que  le  point  P(.r,  j,  z-)  se  rapproche  indéfiniment  vers  le  point  p  de  S  sui- 
vant une  courbe  située  tout  entière  dans  le  domaine  considéré. 

(-)  Nous  y  avons  supposé  que  la  densité  k  satisfasse  à  la  condition  (G).  Mais 
on  remarquera  tout  de  suite  que,  pour  ce  que  nous  venons  de  dire,  cette  restric- 
tion n'est  aucunement  indispensable. 
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al)solue  do  Fexpression 

\dnjv 

pour  des  valeurs  de  ç  ne  surpassant  pas  une  certaine  limite  fixe  (par 
exemple,  pour  ^<;:^D),  admettra  une  limite  supérieure  indépendante 
de  la  position  du  point p  et  de  u,  et,  par  suite,  la  valeur  de  \  au 
point  P,  ^  tendant  vers  zéro,  tendra  vers  sa  \im\lc  f  uni/or  wr  m  en  l 
pour  toutes  les  positions  du  point  p. 

A  ces  conditions,  nous  pouvons  appliquer  à  la  fonction  \  lu  for- 
mule de  Grecn  dont  nous  nous  sommes  servi  au  n°  10. 

Pour  fixer  les  idées,  supposons  qu'on  considère  l'espace  E,  inté- 
rieur à  S. 

Alors,  avec  les  notations  déjà  employées,  nous  aurons 

,    .,  ,,         \      r  f  cos^' cls'  I      rd\'  ds' 

pour  tout  point  du  domaine  E,,  -— ,  étant  la  valeur  de  ^  au  point  p  . 

En  effet,  pour  tout  point  de  E,-  qui  ne  se  trouve  pas  sur  S,  on  aura 
une  formule  analogue  où  les  intégrales  seront  étendues  à  une  surface  S, 
parallèle  à  S  cl  suffisamment  voisine  de  cette  surface.  Dans  cette  nou- 
velle formule,  au  lieu  de  f  et  de  ^tt»  fisrureront  les  valeurs  de  V  et  de 
•'  an       ^ 

^.  cos(/i  ,  .r)  +  ^  cos(// ,  y)  +  _  cos(«  ,  z) 

au  point  P'  de  S,  situé  sur  la  normale  n'  à  S  en  p',  et,  si  Ton  suppose 

que  la  surface  S,  se  rapproche  indéfiniment  de  S,  ces  valeurs  tendront 

à\' 
vers  /'  et  y-^  uniformément  pour  toutes  les  positions  du  point  //.  l'ar 

suite,  à  la  limite,  la  formule  considérée  donnera  celle  (2.5). 
Cela  posé,  considérons  la  fonction 

2-  J  [{■ 

Comme  le  montre  la  formule  (  iî")),  cette  fonction  admet   la  dérivée 
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normale  intérieure  (  '—t—\  en  tout  pointyj  de  S,  et,  en  vertu  de  la  pre- 
mière des  formules  (5),  cette  dérivée  a  pour  expression 

(àW'\    _  0\'        _j__     r  ô\'  co%ods' 
\  <)n  J i        du  2~  J    On'         /- 

D'ailleurs,  d'après  ce  que  nous  avons  dit  plus  haut,  celle  d('rivéecst 
régulière  sur  S. 

Or,  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  fonction  ^\   admellra  aussi  la 

dérivée  normale  extérieure  (  — —  1    qui  sei'a  encore  régulière,  el  que 

cette  dérivée  sera  és'ale  à  (  -, —  )  • 

»  V  an  li 

Pour  le  montrer,  considérons  la  fonction  figurant  au  second  membre 
de  la  formule  (sj)  pour  les  points  du  domaine  E,,. 

Ce  sera  une  fonction  liarmonicpie   dans  ce  domaine  se  réduisant 

sur  S  à 

■       rfcoio'ds'  _    1    /.        _^     f  à\"  ils' 
4-  J  i'-  iJ  Itr.  J    On'     r  ' 

comme  on  le  voit  par  la  seconde  des  formules  (  lo  ). 

Mais,  en  vertu  de  la  première  de  ces  formules,   la   forunile  (ai) 
donne 

Donc  la  fonction  considérée  se  réduit  sur  S  à  zéro,  et,  ]>ar  suile,  elle 
est  identicjuement  nulle  dans  le  domaine  E^.. 
On  a  donc' 

pour  tous  les  points  de  Tespace.Ee,  et  de  là  ou  voit  cpie  la  (iéri\i'e 
(  -y-  )  existe  et  cju'ellc  est  régulière  sur  S.  D'ailleuis,  eu  vcilu  de  la 
seconde  des  formules  (5),  on  trouve 

fà\\\     _     I      rO\"  coso  ds'        d\ 
\  âii  Je         2~  J    an'         i'^  On 
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Cl,  par  suile, 

V  du  je        \  an  II 

Nous  avons  considéré  le  problème  pour  le  domaine  E,. 
Si  l'on  voulait  considérer  le  même  problème  pour  le  domaine  E,.,  on 
partirait  de  la  formule 


,  -  _   I     r  ù\'  cU i_  r 


f  COi 'P'  ds' 


qu'on  établirait  parla  méthode  indiquée  pour  la  formule  (20),  et  l'on 
parviendrait  au  résultat  identique  au  précédent. 

Donc,  dans  les  deux  cas,  l'existence  et  la  régularilé  de  la  dérivée 
normale  '-r—  exitient  que  la  fonction  ^^  admette  les  deux  dérivées  nor- 

malcs  (-T— )  '  ( -^ — )  '  régulières  sur  S,  et  que  ces  dérivées  soient  tou- 
jours égales. 

Nous  allons,  à  présent,  établir  que  celte  condition  nécessaire  est  en 
même  temps  suffisante. 

17.  Commençons  par  le  problème  relatif  au  domaine  E,. 
Soit 


an  ,L~  ''' 


les  deux  dérivées  normales  étant  régulières  sur  S. 

Alors  L  représentera  une  fonction  continue  sur  S  et  celte  fonction 
vérifiera  nécessairement  la  condition 

(26)  fLds  =  o, 

comme  on  le  voil  par  Tégalilé 

/  LtjTT  ''"^^"'  •'"  '  ^  77  '^°^^"'  y^  ^  'à7  '^"''*^"'  ''^  I  '^•''  ^  *' 
<|uiaura  lieu  pour  loutc  snrface  S,  parallèle  à  S  et  snflisaiiiinenl  voi- 
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sine  de  celle  surface  (l'inlégralion  élant  élendue  à  tous  les  éléments 
dsj  de  la  surface  S,). 

Cela  posé,  considérons  réquation 

.       -                                      1          i      r  II'  cos  œ  ds'        -, 
(27)  Il  ~{ / ^ —  =  L, 

h  élant  une  fonction  inconnue. 

Il  est  facile  d'en  obtenir  une  solution  sous  forme  d'une  série. 
En  effet,  considérons  la  suite  indéfinie  de  fonctions 

//„,     A,,     A„      ... 

se  déterminant  successivement  par  la  formule 

j  I      r  II ,„-,  coso  ds' 

2  -  J  1- 

dans  la  supposition 

A„  =  L. 

En  vertu  de  (26)  on  aura  /  /;„  ds  =  o,  et,  par  suite,  d'après  ce  (pie 
nous  avons  vu  au  n°  15,  la  série 

//„  —  //,  -t-  h,,  —  h.^+  . .  . 

sera  convergente  et  sa  convergence  sera  uniforme  pour  tous  les  points 
de  S.  Celle  série  représente  donc  une  certaine  fonction  continue  sur  S, 
et  l'on  voit  immédiatement  cju'elle  satisfait  à  réquation  (27). 
Posons  donc 

/i  =:  Aji  —  /i ,  -I-  A  j  —  //  3  -I- . . . , 

cl,  en  partant  de  celte  valeur  de  h,  considérons  l'expression 

TT        i  Aï-        '     r  II'  ds' 
2  4itJ      H 

On  voil  que  c'est  une  fonction  luinnonique  dans  chacun  des  deux 
domaines  E,,  E^. 

Journ.  de  Math.  (5*  série),  tome  IV.  —   l'asc.  III,  1898.  07 
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Or,  en  la  considérant  dans  le  domaine  E^,  on  trouve 

ce  qui,  en  vertu  de  (27),  se  réduit  à  zéro.  D'ailleurs,  on  voit  que 
cette  dérivée  normale  est  régulière  sur  S. 

Donc,  la  fonction  U,  qui  s'annule  à  l'intini,  est  identiquement  nulle 
dans  le  domaine  E^..  C'est  ce  qui  résulte,  en  effet,  de  la  considération 
de  l'intégrale 

étendue  à  tous  les  éléments  d~  de  l'espace  extérieur  à  une  surface  S, 

parallèle  à  S,  cette  surface  se  rapprochant  indéfiniment  de  S. 

On  a  donc 

,^T  I      rh'ds' 

pour  tous  les  points  de  l'espace  E^  et,  par  suite, 

I      r  h' ds'  I      r  f'cos-^'ds'         - 

pour  tous  les  points  de  S. 

Mais  la  fonction  harmonique  que  représente  U  dans  le  domaine  E, 
se  réduit  sur  S  à 


I     ff'coso'ds'        I   j.         I     f  II' ds' 


et  l'égalité  ci-dessus  montre  que  cette  expression  se  réduit  à  /. 
Donc,  la  formule 


,,         I      r/'cos<p' ds'  I      r  h' ds' 


déliiiit  une  fonction  harmonique  dans  le  domaine  E,  se  rédiiisanl 
sur  S  à  y,  et  l'on  voit  que  cette  fonction  admet  une  dérivée  normale 
régidièrc  sur  S.  Quant  à  la  valeur  de  cette  dérivée,  elle  est  égale,  en 
vertu  (le  ('■î"),  à  h. 
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18.   Considérons  niainLenant  le  problème  pour  le  domaine  E^. 
En  admettant,  comme  au  numéro  précédent,  les  égalités 

[on  )-[  On  j,"      ' 

dans  la  supposition  que  les  deux  dérivées  normales  soient  régulièies 
sur  S,  nous  prendrons  pour  point  de  départ  l'équation 

(28)  k-^f''''y^''=-L, 

h  étant  une  fonction  inconnue. 

On  voit  immédiatement  que  cette  équation  admet  pour  solution 

/<  ^=  —  Ao  —  /' I  —  Ao  —  . .  . , 

//„,  /i,,  /1.2,  . . .  étant  les  mêmes  fonctions  qu'au  numéro  précédenl. 

C'est  une  solution  continue  sur  S,  mais  elle  n'est  pas  unique. 

Pour  obtenir  la  solution  continue   générale,   désignons   par  k  la 
fonction  continue  définie  par  les  équations 

,  i      f  k'  cos  o  ds'  /' ,    , 

fonction  dont  nous  avons  établi  l'existence  au  Chapitre  précédenl. 
Alors  la  solution  cherchée  sera  donnée  par  la  formule 

A  =  C/.-^ //„-/*,-- A,-..., 

C  étant  une  constanle  arlùtraire. 

Maintenant,  en  admettaiit  pour  A  cette  expression,  considérons  la 
suivante  : 

4  ~ ,  /         n  1 

qui  définit  une  fonction  harmonic[ue  dans  chacun  des  deux  domaines 
E,-,  E^,  fonction  qui,  en  vertu  de  la  continuilé  de  A,  aduiellra  une 
dérivée  normale  rétiulière  sur  S. 
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En  considérant  cette  fonction  dans  le  domaine  E,,  on  trouve 


nji       k- J  r-  2  2 


ce  t|Lii  est  égal  à  zéro  en  vertu  de  l'équation  (28). 

On  en  conclut  que  U  conserve  une  valeur  constante  dans  le  do- 
maine E,.  Celte  constante  dépendra  de  C,  cl  si  Ton  désigne  par  A,,  sa 
valeur  pour  C  =:  o,  on  aura,  pour  son  expression  générale, 

A,.+  A.C, 

A,  étant  la  valeur  constante  de 

I      f  k'  ds' 

dans  le  domaine  E,. 

Or,  la  constante  A,  est  évidemment  difl'érente  de  zéro.  On  |ieul 
donc  disposer  de  C  de  manière  à  avoir 

A„-T- A,C  =  o, 

et  si  Ton  s'arrête  à  celle  hypollièse,  la  fonction  U  sera  égale  à  zéro 
pour  tous  les  points  de  E,-,  ce  qui  donnera 

I      r W  ds'  1      r  f'cos:i'ds'  __   I    j. 

])our  tous  les  poinls  de  S. 

Mais  alors  la  fonction  harmonique  que  représente  l  dans  le 
domaine  E^  se  réduira  sni'  S  à 

I     rk'ds'         I     /" /"  cos  !f  '  f/s'         >    /• /• 

'^.J  '^-  T^J  '       7'         '^^-■'  ~-'' 

Par  suite,  la  formule 

y I      r  h' ds'  I      r/"'cos '!>' (/.s' 
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considérée  dans  le  domaine  E,,,  définira  une  fonction  harmonique  se 
réduisant  sur  S  à  /,  cl  cette  fonction  admettra  une  dérivée  normale 
réo-ulière  sur  S.  On  voit,  d'ailleurs,  que  cette  dérivée  est  égale  à  //. 

19.  En  résumé,  nous  avons  admis  que  la  surface  S  satisfait  aux 
conditions  du  n"  1  dans  l'hypothèse  a  =  i  et  que  le  principe  de  Xeu- 
mann  lui  est  applicable,  et  nous  sommes  parvenu  au  résultat  (pie 
voici  : 

Étant  considéré  le  problème  de  Dirichlet  pour  l'un  quckonriin' 
des  deux  domaines  E„  E^,  pour  que  la  fonction  harmonique  clu;- 
chée  V,  se  réduisant  sur  S  à  une  fonction  continue/,  admette  une 
dérivée  normale  régulière  sur  S,  il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction 

admetle    les   deux    déricées    normales   i^-^),'    [jï;:) ^   ?"'   so/c/// 
éo-alement  réouUères  sur  S,  et  que  l'on  ait  d'ailleurs 

V  On  ) i"  \dn  ), 

pour  tous  les  points  de  S. 

De  celte  manière,  la  recherche  concernant  la  dérivée  normale  de  la 
fonction  V,  cette  dérivée  étant  supposée  régulière  sur  S,  se  ramène  à 
une  recherche  analogue  pour  la  fonction  W  qui  est  un  potentiel  d'une 

double  couche  à  densité  -^• 

Il  va  sans  dire  qu'il  est  impossible  de  donner  les  conditions  néces- 
saires et  suffisantes  pour  l'existence,  la  régularité  et  l'égalité  des  deu\ 
dérivées  normales  de  W.  Mais  on  peut  en  indiquer  des  conditions 
suffisantes,  plus  ou  moins  générales,  soit  en  ce  qui  concerne  la  fonc- 
tion/,  soit  relativement  à  la  surface  S,  et  c'est  à  cela  ipie  nous  nous 
arrêterons  à  présent. 

20.    Dans  une  Note  sur  le  potentiel,  publiée  dans  les  Communira- 
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tiuns  de  la  Société  niathémalique  de  Kharkow  (t.  VI),  j'ai  signalé 
certaines  conditions  assurant  l'existence  et  l'égalité  des  dérivées  nor- 
males de  W. 

Entre  autres,  j'y  ai  admis  l'existence  de  la  courbure  pour  les  sections 
normales  de  la  surface  S.  Mais  l'examen  plus  attentif  de  la  chose  fait 
voir  que  cette  restriction  est  inutile,  et  c[u'à  l'égard  de  S  il  suffit  d'ad- 
mettre les  suppositions  du  n"  1,  avec  la  restriction  a  =  i,  que  nous 
avons  introduite  au  n''  13. 

C'est  ce  que  nous  allons  montrer  tout  de  suite,  en  faisant  la  même 
restriction  au  sujet  de /que  dans  la  Note  citée. 

Cette  restriction,  étendue  à  tous  les  points  de  S,  nous  l'énoncerons 
de  la  manière  suivante  : 

On  considère  un  point  quelconque /^o  de  S  et  les  valeurs  dey  en  des 
points  dont  la  distance  au  point  yD„  ne  surpasse  pas  D  (n"  1).  Puis,  en 
prenant  le  point  /j„  pour  pôle  des  coordonnées  polaires,  le  rayon  vec- 
teur p  et  l'angle  polaire  '|,  dans  le  plan  tangent  à  la  surface  en  p„,  on 
regarde  la  valeur  de  /  en  un  point  p  comme  fonction  des  coordon- 
nées p,  '\i  de  la  projection  de  p  sur  le  plan  tangent.  Alors,  si  l'on  pose 


^.rv^''^=/ 


et  (|ue  l'on  désigne  par  y;,  la  valeur  de  /au  point  ^q,  on  pourra  assigner 
deux  nombres  positifs  h  et  [3  indépendants  de  p  et  de  la  position  du 
point /?„,  et  tels  cju'on  ait 

(>9)  L7-/ol<^f^"', 

(pielque  petit  que  soit  p. 

Dans  ces  conditions,  nous  allons  établir  non  seulement  l'existence  et 
légalité  des  dérivées  normales  de  \\  en  tout  point  de  S,  mais  encore 
la  régularité  de  ces  dérivées  sur  S. 

Soient  P„  un  point  de  l'espace  situé  sur  la  normale  à  S  en  p„  et  X,  la 
distance  V^p^  prise  positivement  dans  le  cas  où  la  direction  jOoP,,  est 
celle  de  la  normale  intérieure  par  rappoit  à  S  et  négativement  dans  le 
cas  contraire. 

Cela  posé,  considérons  la  \aleurde  \\  au  point  P„. 
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Pour  une  position  donnée  de  /)„,  ce  sera  une  fonction  de  'C,  et  nniic 
problème  se  ramène  à  montrer  que  la  dérivée  ^  de  cette  fonction. 
t  tendant  vers  zéro,  tend  vers  une  certaine  limite  indépendante  du 
signe  de  'C,  et  cela  uniformément  pour  toutes  les  positions  du  point  p„. 

Soient 
p  un  point  appartenant  à  Télément  superiiciel  ds; 
$  l'angle  que  fait  la  normale  enp  avec  la  direction  />P„  ; 
$„  Tangle  de  la  normale  en  p^  avec  la  direction  P„  p  ; 
&„  l'angle  des  deux  normales  en  p  et  en  p„  \ 
Ro  la  distance  P„/i. 

On  aura 

^  =  -1-  /^(cos&„+  3cos<I>„cos*)-^, 

ce  (pie  l'on  peut  présenter  sous  la  forme 

(3o)  f^  =  ^/(cos&„-^3cos<ï>„cosO)^^^:^^^ 

puisque  le  potentiel  W,  lorsqu'on  y  remplace  /  par  une  constante,  se 
réduit  à  une  constante  dans  chacun  des  deux  domaines  E,,  E^  ('  ). 

Maintenant,  prenons  le  point  p„  pour  origine  des  coordonnées  et  la 
normale  en  ce  point  pour  axe  des  :;,  et  introduisons  le  cylindre  C, 
considéré  au  n°  5,  avec  les  mêmes  suppositions  à  l'égard  de  à. 

Soit  ù(l,  S)  ce  que  devient  le  second  membre  de  la  formule  (3o), 
si  l'on  étend  l'intégration  à  la  portion  S,  de  S,  de  sorte  qu'on  aura 

et  Q('C,  o)  —  Q('C,o)  représentera  le  second  membre  de  la  même 
formule,  l'intégration  étant  étendue  à  S^. 


C)  Ce  remplacement  de/  par/— .A,  que  je  n'ai  pas  utilisé  clans  ma  Note 
citée,  produit  toutefois  de  grandes  simplifications.  Je  l'emprunte  à  M.  Tanber. 
Voir  ses  Notes  insérées  dans  les  Monalsliefte  fiir  Mathemalik  und  PliysiL 
(1897,  '  Vierteljalir  et  1898,   i  Vieileljahr). 
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Considérons  Texpression  de  i2(s,  o)  —  Ù('C,  o). 
En  introduisant,  au  lieu  de  x,y,  les  coordonnées  polaires  p,  v|/,  nous 
aurons 

açç,  o)-  Q(r,  5)  =  J-f\i^f\,-^3'^^^)  ^l^zMi^. 

Or,  on  a 

cos$o=^^,     R„  =  vp--r-(; -r)^ 

et,  si  l'on  désigne  par  /■„,  cp  ce  que  deviennent  R„,  $  pour  s  ^  o,  on 
aura 

RoCOS$  =  /■„  COSÇ-  -î-  uCOsST;,. 

Par  suite,  on  trouve 

r>  cos'ï'ocos*  p2— aÇ-        3--1-3Ç        3(3  —  Ç)/-„  COSÇ 

cosSo  R-  Rg  RJcos^o 

et,  en  introduisant  la  quantité  T  du  n°  5,  puis,  en  posant 
on  pourra  présenter  l'expression  dont  il  s'agit  sous  la  forme 

acr,  o)  -  i2(r,  5)  =  r  (Lz/bUésii^)!^ 

Maintenant,  remarquons  que 

/•„  COSÇ  àz 

cosïo         '^  dp 

et  reportons-nous  aux  formules  des  n°'  1  et  3. 

Les  inégalités  (i)  et  (2),  si  l'on  y  fait  a  —  i,  donnent 

h^    <  4«f,         |r|<2ffp-. 


OUKSTIONS    SK     li.V7TACH\>'T    AU     PROBLÈME    DE    DIIUCIILET.  297 

Par  siiile,  on  a 


D'autre  pari,  la  formule 


'P_j  =  I!lliiz;i!), 


si  l'on  suppose  o  assez  petit  pour  que,  dans  le  ehamp  de  riuléjiratioM, 
on  ait  T  <  2,  donne 

De  là,  on  voit  qu'on  pourra  assigner  deu.v  nombres  positifs  fixes 
A  et  B,  tels  que,  dans  le  champ  d'intégration,  on  ait 

I Q  i  <  A I  -q  (p^  +  'Ç')  +  B(p=  -+-  •ç^y. 

Cela  posé,  désignons  par  yj  la  plus  grande  valeur  que  puisse  atteindre 
sur  S„  la  fonction  |/  — /,  |  et  admettons  l'inégalité  (29). 
Alors,  en  remarquant  que 

Ni   /     — ■ 1  <  ^ ' 

nous  aurons 

I  Çl  ce,  o)  -  l](r,  0)  |<  ^  oP  +  (A  +  15  ^  )r,, 

et  celte  inégalité  aura  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  L,  à  la  seule  e\- 
ception  de  '(  =  o. 

En  même  temps  nous  aurons  évidemment 

!  Q(  o,  t)  -  0(0,  0)  !<  I  l^  -t-  15  ?T,. 

pour  loul  nombre  positif  t  plus  petit  que  0;  ce  qui  fait  voir  (pie,  i  teu- 

.lourn.  de  Math,   (.i"  série),  loiiic  IV.  —   Kasc.  Ul,   iS<jS.  -'O 
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danl  vers  zéro,  la  quantité  i2(o,  o)  tend  vers  une  certaine  limite,  et 
(juc,  cette  limite  étant  désignée  par  L(,,  on  a 

|Q(o,o)  -L„|<|r:f^-+-15orj. 
Par  suite,  eu  égard  à  l'identité 

Q(r,  o)  -  L.,  =  QC:,  o)  -  nÇÇ,  o)  +  fl(o,  c  )  -  L„ 

+  i2CC,5)-0(o,S). 

nous  arriverons  à  l'inégalité  suivante 

I  Ci  (i:,  o)  -  L„  \<^o^+  (A  +  iBo)  -q  +  1  Ù('Ç,  0  )  -  0(o,  o)  |. 

(Jr,  la  fonction  /  élanl  continue,  la  quantité  y]  tendra,  pour  0  =  0, 
vers  zéro.  D'ailleurs,  la  continuité  de /ne  pouvant  être  qu'uniforme 
sur  S,  Y]  tendra  vers  zéro  uniformément  pour  toutes  les  positions  du 
point  p^. 

D'autre  part,  0  ayant  une  valeur  fixe,  différente  de  zéro,  la  quantité 
1  Q('C,  0)  —  0(0,  0)  I  tendra,  pour  C  =  o,  vers  zéro,  et  cela  uniformé- 
ment pour  toutes  les  positions  du  point /)q. 

Par  suite,  on  doit  conclure  que,  'C  tendant  vers  zéro,  la  quantité 

tendra  vers  Lu,  quel  que  soit  le  signe  de  'Ç,  et  cela   uniformément 
pour  toutes  les  positions  du  pointyjo- 

Notre  proposition  se  trouve  donc  démontrée,  et,  en  se  reportant  au 
théorème  du  numéro  précédent,  on  voit  que,  dans  les  conditions  011 
nous  nous  sommes  placé,  la  fonction  harmonique  V  admetira  nue 
déi'ivée  normale  régulière  sur  S. 

liriiiaïquc.  —  Des  formules  (pie  nous  venons  de  (lévelo[)[)er  on  tire 

j£2CC,  o)  — Q(-  r,  o)|<9.(A  +  bS)-/]  +  locc  0)— Q(-  ;:,  o)  |, 

ce  qui   fait  voir  que,  /'  étant  une   fonction  conliiuie  (|uelcon(pie,   la 
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différence  ÙÇÇ,  o)— il{—'Ç,  o)  tend,  pour  'Ç  =  o,  vers  zéro,  el  ccl;i 
uniformément  pour  tous  les  points  de  S. 

Donc,  que/le  que  soif  la  fonction  continue  f,  si  l'une  des  doux 

dérivées   normales  (^).'  {^\  ^^^'^^^  '''  ''^'  ré<iulière  sur  S, 
l'autre  le  sera  aussi  et  ces  dérivées  seront  égales. 

Eu  égard  à  cette  proposition,  on  pourrait  énoncer  le  théorème  du 
numéro  précédent  plus  simplement,  comme  il  suit  : 

Pour  que  la  fonction  harmonique  V,  se  réduisant  sur  S  à  une 
fonction  continue/,  admette  une  dérivée  normale  régulière  sur  S, 
il  faut  et  il  suffit  que  la  fonction  \V  soit  dans  le  même  cas. 

21.  Maintenant  nous  allons  indiquer,  pour/,  une  condition  qui 
assurera  l'existence  non  seulement  des  dérivées  normales,  mais  encore 
des  valeurs  limites  sur  S  des  dérivées  prises  par  rapport  aux  coordon- 
nées, tant  pour  la  fonction  W  que  pour  la  fonction  V  elle-même. 
D'ailleurs,  cette  condition  permettra  de  s'affranchir  de  la  restriction 
a  =  i,  et,  dans  ce  qui  suit,  nous  pourrons  supposer  que  a  soit  un 
nombre  positif  quelconque. 

Jusqu'à  présent  nous  avons  considéré  la  fonction /comme  étant  dé- 
finie seulement  pour  les  points  de  la  surface  S.  Maintenant  nous  sup- 
poserons que  /  soit  la  valeur  sur  S  d'une  fonction  donnée  F  définie 
pour  tous  les  points  de  l'espace,  assez  voisins  de  S,  et  c'est  à  celte 
fonction  F  que  se  rapportera  la  condition  que  nous  avons  en  vue. 
Voici  cette  condition. 

A  l'intérieur  de  toute  sphère  S  d'un  rayon  fixe  D  et  de  centre  fitiié 
sur  S,  la  fonction  F  et  ses  dérivées  par  rapport  à  .r,  )\  z  des  deux  pre- 
miers ordres  sont  uniformes  et  continues. 

Il  est  facile  de  montrer  que  cette  condition  assure  Texislence  des 

valeurs  limites  sur  S  des  dérivées  -^'  -J7'  "jj'  "^"^  chacun  des  deux 
domaines  E,,  E^. 

Pour  le  montrer,  considérons  l'une  quelconque  des  sphères  I,  en 
supposant  le  rayon  D  assez  petit  pour  qu'il  satisfasse  aux  conditions 
(lu  n°  1 ,  et  pour  que  les  dérivées  des  deux  premiers  ordres  de  la  fonc- 
tion F  aient  des  valeurs  déterminées  sur  la  surface  2  elle-même. 
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La  surface  S  partagera  l'espace  intérieur  à  i  en  deux  portions  : 
Fespace  E,„  intérieur  à  S  et  l'espace  E^o  extérieur  à  S. 

Considérons  Tun  quelconque  de  ces  deux  espaces,  par  exemple, 
celui  E,„  qui  est  limité  par  la  portion  S,  de  Z  intérieure  à  S  et  par  la 
portion  So  de  S  intérieure  à  2. 

Soient  : 

ds'  un  élément  superficiel  de  S„  ; 

fh'  un  élément  superficiel  de  Z,; 

dz'  un  élément  de  volume  pour  l'espace  E,„  ; 

//  un  point  appartenant  soit  à  l'élément  f/.y',  soit  à  celui  dcr' ; 

P'(^:v',y',  "')  un  point  appartenant  à  l'élément  dz'  ; 

V(x,  y,  z)  un  point  quelconque  de  l'espace  ne  se  trouvant  pas  sur  la 

surface  qui  limite  E,„  ; 
R  la  distance  du  point  P  soit  au  point/)',  soit  au  point  P'; 
//  la  direction  de  la  normale  à  S  ou  à  1  en  p'  dirigée  à  lintérieui- 

de  E,„  ; 
$'   l'angle  que  fait  n'  avec  la  direction  p'P; 
F'  la  valeur  de  F  en  p'  ou  en  P'  ; 

-;— ,   la  valeur  de  l'expression 

-T-  cos(rt  ,x)+  -Y-  cos(//  ,  T)  +  ^  cos( //  ,  z) 

ÙX  \        '        /  Oy  \         -I  j    .'  f).  ,         I       / 

au  pied  p'  de  la  normale  n  . 

Cela  |)(jsé,  nous  nous  servirons  des  théorèmes  connus  permcllanl 
dexpriinor  l'intégrale 

\  Ô-F'        d'-V        d'-F'\(/-' 


j  j  o-v         or         ai'  \  (I- 


étendue  ;i  l'espace  E,„  au   nioven   di's  inlégialfs  i''lrnili!i"~  à   la  <ur  liu 
qui  sert  de  frontière  à  E,„. 
Posons,  [)0ui'  abréger, 

<r-V         iV-V        d'-F'        .,,, 
Ox'-         dy^         âz' 
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Alors  nous  aurons  : 

Si  le  point  P  est  intérieur  à  E,,,, 

riF'd-.'  _         f /' coit''  ch'         fà^  ds' 
J   —PT  -       j  H^  J   an'    n 

rF' cos<i>'d7'  rdV  ch'         ... 

+  j    -^K^ j   dn'-R-   '"^^ 

cl,  si  ce  point  est  extérieur  à  £,„, 

r  \V' il-.'  __         /■ /"'cos^'r/V  _    r^'  fA' 
j    "TT"  =       j   ''        H^  j   On'    R 

/•  F'  cos  *'  f/î'  r  ^'  11^' 

"•"J  R2  j    (?/('    K  ' 

les  intégrales  relatives  à  ds'  et  à  ûfcr'  étant  respectivement  étendues 
à  So  et  à  2,. 

Or,  avec  les  notations  actuelles,  on  a 

W,  étant  le  potentiel  dû  à  la  portion  de  S  extérieure  à  la  sphère  I. 
Par  suite,  si  l'on  pose 

1     r\Y'd-'         1     r  ôF'  dn' i_    /-F'cos'I''(/t'       Ay   _  ij 

ïi;j   "1^  "^ï^ij    J«'    R      ~  ir.]  R-^ 

il  viendra  :  si  le  point  1'  est  intérieur  à  E,o, 

2  7rJ    On      U 


et,  si  ce  point  est  extérieur  à  E,o, 


I     r  dF'  ds' 


^     "  2-./    dn'    R 


U. 


Nous  remarquons  maintenant  que,  les  dérivées  du  second  ordre  de 
la  fonction  F  étant  continues  et,  par  suite,  limitées  à  Tintérieur  de  la 
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sphère  Z,  quelle  que  soit  la  position  de  son  centre  sur  S,  on  peut  assi- 
gner une  limite  supérieure  fixe  aux  valeurs  absolues  des  quantités 

dr^dj:')'  r\()r        dy' )'  r\ôz         âz' )' 

où  /■  désigne  la  distance  mutuelle  des  points /7(j:,  v,  :;)  el  p'(x',y,  z') 
auxquels  se  rapportent  les  valeurs  des  dérivées,  ces  points  étant  pris 
arbitrairement  sur  S. 

Par  suite,  on  pourra  ti'ouver  un  nombre  fixe  A,  tel  qu'on  ait 


d/i         'hi'  I 


<  Ar' 


quelles  que  soient  les  positions  des  points  p  et  p'  sur  S,  a  étant  le 
nombre  défini  au  n°  1. 

De  là,  en  vertu  de  ce  cjue  nous  avons  montré  au  n"  4,  il  suit  (juc  les 
dérivées  premières  du  potentiel 


/ 


an'  a 


tendront  vers  des  limites  déterminées,  toutes  les  fois  que  le  point  P, 
en  restant  toujours  dans  Tun  quelconque  des  deux  domaines  E,„,  Ej.o, 
se  rapprochera  indéfiniment  vers  un  point  p  de  S  ne  se  trouvant  pas 
sur  le  contour  de  So- 

D'autre  part,  on  voit  que  la  fonction  U,  ainsi  que  ses  dérivées  du 
premier  ordre,  sont  continues  à  l'intérieur  de  toute  sphère  -'  concen- 
Irique  et  intérieure  à  Z. 

Donc,  les  lormules  obtenues  montrent  que  les  dérivées  -r— >  -r— >  -r— 
'  1  ôj::      ày     oz 

admettront  des  valeurs  limites  déterminées  en  tout  point />  de  S  inté- 
rieur à  1',  et  cela  pour  chacun  des  domaines  E,,,,  E^o- 

Ces  valeurs  limites,  pour  les  deux  domaines,  seront,  en  général, 
différentes.  Mais,  en  ce  qui  concerne  les  dérivées  normales,  les  for- 
mules (5)  montrent  bien  (|u'()ii  aura 
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OÙ  Ton  a  posé 

,  i     ràF'  cos-irfv'        ûF        OU 

■i-J    On  I-  On  On 

Nous  n'avons  considéré  que  les  points  intérieurs  à  "ïl .  Mais  le  centre 
commun  des  sphères  Z  et  2'  peut  être  placé  où  Ton  voudra  sur  S. 

1  ar  suite,  les  dérivées  -^r-'  ^; — j  ^t-  auront  des  valeurs  limites  en 
aa:      OY      oz 

tout  point  de  S,  et  les  dérivées  i  -t—\  et  (-s—  )   seront  toujours  égales. 

D'ailleurs,  comme  on  le  voit  aisément,  ces  dérivées  normales  seront 
régulières  sur  S. 

Quant  à  la  valeur  commune  L  des  dérivées  normales,  nous  remar- 
querons qu'elle  satisfera  à  une  condition  de  la  forme 

(3i)  |L-L'|<^.^^ 

^  et  [3  étant  des  nombres  positifs  indépendants  de  la  position  des 
points  /?,  p'  auxquels  se  rapportent  les  valeurs  L,  L'. 

En  effet,  eu  égard  à  ce  qui  a  été  montré  au  n°  5,  l'expression  ci-des- 
sus de  L  fait  voir  que  la  condition  dont  il  s'agit  sera  remplie,  si  Ton  a 

\d\J       dV'i     .     ^ 
I  dn         On'  I 

pour  toutes  les  positions  des  points  p,  p'  sur  S  à  lintérieur  de  I.' , 
c  et  Y  étant  des  nombres  positifs  indépendants  de  la  position  de  ces 
points,  et  celte  dernière  inégalité  résulte  immédiatement  des  proprié- 
tés connues  des  potentiels  de  volume. 

22.   Appliquons  les  résultats  précédents  au  problème  de  Dirichlol. 

Considérons,  par  exemple,  le  problème  qui  se  rapporte  au  do- 
maine E,. 

Le  principe  de  \eumann  étant  supposé  applicable  à  la  surface  S, 
Téquation  (27)  définira  une  fonction  continue  //,  et  cette  fonction,  en 
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vertu  de  (3i),  vériiiera  une  condition  de  la  forme 
Ji  -  f''  \<  c'-"', 

c,  y  étant  des  nombres  positifs  indépendants  des  positions  des  points  p,  p 
Par  suite,  le  potentiel 

Vf'  ds' 


rh'  di 

J  ~R" 


admettra  sur  S  des  valeurs  limites  déterminées  pour  ses  dérivées  de 
premier  ordre  dans  chacun  des  deux  domaines  E,,  E^,  et  la  fonction 


I     r  h'  ds' 


2  4-J       H 


que  nous  avons  considérée  au  n"  17  sera  dans  le  même  cas. 
Donc,  on  pourra  considérer  l'intégrale 


/[(ë)'-(f)'-(ë')>^. 


étendue  à  l'espace  E^,  et   la  valeur  de  cette  intégrale   sera  égale   à 
celle-ci 

étendue  à  la  surface  S. 
Par  suite,  l'égalité 

=  o. 


qui  a  lieu  pour  tous  les  points  de  S,  conduira  à  la  roncliision  que 
U  =  o  pour  tous  les  points  de  E,. 

Or,  cela  étant  établi,  on  arrive  à  la  foruiule.  olitciiur  a  la  iin  du 
w"  17,  qui  donne  la  solution  du  problème. 

D'une  manière  tout  à  fait  analogue,  on  démontrera  aussi  la  forniide 
(lu  II"  18  qui  donne  la  solution  du  problème  pour  le  domaine  !•],.  cl 
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CCS  forimiles  nionlrciil  I)ieii  que  les  valeurs  iiiiilLes  des  dérivées -^j 

-r— ,  -r-  existent  en  tout  uoml  p  de  Ï5. 
àv     0:  ^  ' 

D'ailleurs,  on  voit  (juc  la  dérivée  normale  -^  est  régulière  sur  S. 
On  arrive  donc  à  la  proposition  suivante  : 

F(x,y,z)  étant  une  fonction  uniforme  et  continue,  ainsi  que 
ses  dérivées  des  deux  premiers  ordres,  au  i^oisinage  de  tout  point 
de  S  et  f  représentant  la  valeur  de  F  sur  S,  la  fonction  V  harmo- 
nique dans  l'un  quelconque  des  deux  domaines  E,,  E^  et  se  rédui- 

^       ,  j.    ■    .      d\    dV    d\     ,  , 

sant  a  f  sur  Ï5  admettra,  pour  ses  derwees  j^,  -r-,  -jz  >  "^'^  valeurs 

limites  déterminées  sur  S,  et  sa  dérivée  normale  ^  sera  régulière 
sur  S. 

Cette  proposition  est  exacte  pour  toute  surface  S  satisfaisant  aux 
conditions  du  n°  1 ,  pourvu  que  le  principe  de  Neuniann  lui  soit  appli- 
cable. 

25.  Le  théorème  précédent  permet  d'établir  la  possibilité  du  pro- 
blème électrostatique  dans  des  conditions  assez  générales. 

Considérons  un  conducteur  limité  par  une  surface  S  satisfaisant  aux 
conditions  ci-dessus,  et  supposons  que  ce  conducteur,  chargé  d'une 
quantité  donnée  g  d'électricité,  se  trouve  en  présence  de  corps  mau- 
vais conducteurs  situés  tous  à  l'extérieur  de  S  et  portant  des  distribu- 
tions électriques  données. 

On  demande  la  distribution  électrostatique  à  la  surface  S. 

Ce  problème  dépend,  comme  on  sait,  de  la  recherche  d'une  fonc- 
tion V,  harmonique  dans  le  domaine  E^  extérieur  à  S  et  se  réduisant 
sur  S  à 

C-U, 

U  étant  une  fonction  connue  représentant  le  potentiel  de  l'éleclricilé 
que  portent  les  mauvais  conducteurs  et  C  une  constante  qu'on  devra 
déterminer  par  la  condition  que  la  charge  du  conducteur  soit  égale 

Journ.  de  Math.  (5"  série),  tome  IV.  —  Fasc.  III,  189S.  ^9 
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La  fonction  V  une  fois  trouvée,  la  possibilité  du  problème  dépen- 
dra de  rexistence  de  la  dérivée  normale  v-  sur  S.   Or,  la  fonction 

an 

C  —  U  jouissant  de  toutes  les  propriétés  de  la  fonction  F,  cette  exis- 
tence est  hors  de  doute,  et  la  densité  q  de  la  couche  électrique  en 
équilibre  sur  S  sera  donnée  par  la  formule 

4" 


^         '•-  '^  ôii     '     on 


OÙ  le  second  membre  sera  linéaire  par  rapport  à  C  iju'on  déterminera 
par  l'équation   i  qds  ^  g. 

D'ailleurs,  en  se  reportant  à  ce  qui  a  été  montré  au  n"  18,  on  pourra 
déterminer  q  directement  comme  il  suit  : 

En  entendant  par  u'  la  valeur  de  la  fonction  U  au  point  p'  de  l'élé- 
ment ds',  désignons  par  L  la  valeur  de  la  dérivée  normale  de  la  fonc- 
tion 

I       r u' COi<t>' ds' 

en  un  point  quelconque  p  de  S.  Puis,  désignons  par  A„,  //,.  /i.,.  ...  les 
fonctions  se  déterminant  successivement  par  la  formule 

,  r      f  h'.,,   ,  cos  -i  d.i' 

dans  la  supposition  //„=  L,  et  introduisons  la   fonction  A   définie  au 
n"  18. 

Alors  nous  aurons 

</  =  À^/'- +  ^(^- +1^ +  /'.  +  /'.  + /'.-H.  ••)• 

24.  Une  autre  application,  non  moins  inq)orlante,  est  relative  à  la 
fonction  de  (ireen. 

Soient  1'^  l'un  des  deux  donuiines  K,,  E,.;  P(.r,  /,  r)  <•!  P  (/',  r',  r') 
des  points  de  ce  domaine  et  II  la  distance  PP'. 

En  plaçant  le  point  P  dans  une  position  li\e  ne  se  IrouvanI  pas  sur  S. 
désignons  par  II  la   fonelion  de  ./■',  y\   z\  liariuoniipic  dans  le  do- 
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inaine  E,  et  se  réduisant  sur  S  à  j^-  Alors  la  fonction 

représentera  ce  qu'on  appelle  h  fonction  de  Grecn,  correspondant  au 
pôle  P. 

Cette  fonction  (ainsi  (pie  R  et  H)  dépendra  non  seulement  de  x\ 
y,  z',  mais  encore  de  x-,  y,  -,  et  si  l'on  veut  appeler  l'attention  sur  ce 
point,  on  pourra  la  désigner  par 


On   sait  rpie  la  plupart  des  applications  où   se  présente  la  fonc- 


tion  G  exicent  la  considération  des  valeurs  limites  des  dérivées  -r-j 


()G_^  rfG  ^^^  g  ^^  j^i^g  j^-gj^  ^]i^^  p^jg^  ^g^ç  fonction  ne  peut  être  utile 

dy'    dz'  ^ 

que  si  ces  valeurs  existent. 

Or,  dans  les  suppositions  cjue  nous  avons  faites  à  l'égard  de  S,  leur 
existence  est  hors  de  doute,   puiscpie,  le  pôle  P  ne  se  trouvant  pas 

sur  S,  la  fonction  ^  jouira  de  toutes  les  propriétés   de   la   fonction 

F(x',  jk',  ^'),  et  le  théorème  du  n°  22  sera  applicable. 

L'existence  de  ces  valeurs  limites  étant  prouvée,  on  pourra  se  servir 
des  méthodes  connues  pour  étudier  les  propriétés  de  la  fonction  G,  et 
les  propositions  connues  qui  s'y  rattachent  pourront  être  établies 
rigoureusement. 

Par  exemple,  on  pourra  démontrer  l'égalité  fondamentale  due  à 
Riemann, 

G (x,  y,  z;  x\  y\  z')=G  {x  ,  y' ,  z'  ;  x,  y,  z). 

23.  En  terminant,  arrêtons-nous  sur  la  formule  connue  qui  donne 
là  solution  du  problème  de  Dirichlet  au  moyen  de  la  fonction  de 
Green. 

Pour  avoir,  dans  les  cas  des  deux  domaines  E,,  E^,,  les  mêmes  for- 
mules, nous  conviendrons  ici  d'attribuer  à  la   normale  la  direction 
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intérieure,  non  pas  par  rapport  à  E,  (comme  nous  l'avons  fait  jusqu'à 
présent),  mais  par  rapport  au  domaine  E  que  nous  considérerons. 

Alors,  quel  que  soit  le  domaine  considéré,  la  formule  de  Grecn 
donnera 

en  supposant,  bien  entendu,  que  la  fonction  /satisfait  à  la  condition 
dun<'21. 

Dans  cette  formule,  n'  désigne  la  direction  de  la  nornuile  au  point /j' 

appartenant  à  l'élément  ds'  et  -p  f  ^  )  est  la  valeur  que  prend  l'expres- 
sion 

à^  ày^  <^J{ 

—,cos(n',x)-^  j^cos(n',y)-h  -^  cos(//',  r), 

lorsipie  le  point  V(x',y ,  z')  vient  en  /)  .  Dans  le  même  sens  seront 

emplovees  aussi  les  notations  -^—,^  -y-,- 
1      -  On     an 

Cela  posé,  et  en  remarquant  que.  })ar  la  nature  de  la  fouctinn  H, 


on  trou\e 


rô\'  ds'         r  f,  dW    ,  , 
j^-R   =j/^^^'^' 

^    =Iljfln''^' 


et  c'est  la  formule  dont  il  s'agit. 

Cette  formule  n'est  démontrée  que  dans  le  cas  où  la  fonction  /  sa- 
tisfait à  la  condition  du  n°  21.  Mais  elle  peut  être  (''tendue  à  tous  les 
cas  où  /"est  une  fonction  continue. 

Va\  eJl'et,  (pielle  (pie  soit  /',  la  foriiiiil(>  en  (piestion  délîiiil  une  fonc- 
tion liarmonique  dans  le  domaine  ¥..  11  ne  reste  donc  qu'à  montrer  cpie 
cette  fonction  se  réduit  sur  S  à/,  et  c'est  ce  ([u'on  pourra  faire  jiar 
une  méthode  analogue  à  celle  employée  par  M.  Scliwarz  dans  le  cas 
de  l'intégrale  d(>  l'oisson. 

l/applicatioii  directe  de  cette  iiK'tliode  exigerait  la  discnssicui  de  la 

fonction  -r— ;  dans  la  -u|l|)()^ition  iiue  le  point  P  soit   inliniuient  \oisin 
On  '  '  '  ' 
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du  poinl  p'  ('  ).  Mais  nous  pouvons  éviter  celte  discussion,  en  nous 
servant  du  théorème  du  n"  22. 

A  cet  elTet,  considérons  d'aijord  le  cas  particulier  où  l'on  a 

/  =  (..;  -  .r,y  +  {y-y,;f  +  {z  -  z,y, 

.r„,  j)'„,  Zg  étant  les  coordonnées  d'un  point  quelconque  lixe  de  S  que 
nous  désignei'ons  par/)„. 

Dans  ce  cas,  le  tliéorènie,  que  nous  venons  de  mentionner,  étant 
applicable,  la  formule  ci-dessus  donnera  la  solution  du  problème  de 
Diricldet,  et,  par  suite,  la  fonction  V  définie  par  cette  formule  tendra 
vers  /  toutes  les  fois  que  le  poinl  P  tendra  vers  un  point /;(x-,  y,  ^) 
de  S. 

D'ailleurs,  si  l'on  suppose  que  le  poinl  P  se  trouve  sur  la  normale 
du  point/)  et  que  l'on  désigne  par  'C  la  distance  Pp,  on  pourra  trouver 
un  nombre  positif  A  indépendant  de  la  position  du  point /^  et  tel  qu'on 
ait 

|V-/|<A-C. 

C'est  ce  qui  résulte,  en  elfet,  de  ce  que  la  dérivée  normale  de  la  fonc- 
tion V  considérée  est  régulière  sur  S. 

Nous  supposerons  cjne  le  nombre  A  ait  été  choisi  indépendamment 
de  la  position  du  point  p„,  ce  qui  est,  évidemment,  permis,  /"  étant 
une  fonction  entière  de  Xq,  y^j  ^n- 

Cela  posé,  appliquons  notre  inégalité  au  point /^y.  La  fonction  /  se 
réduisant,  en  ce  point,  à  zéro,  nous  aurons 

Vo<Ar, 

V„  étant  la  valeur  de  V  au  point  Po  situé  sur  la  normale  à  la  distance  "( 
du  poinl  Po  (valeur  qui  est,  évidemment,  positive). 


(')  Cette  méthode  a  été  employée  récemment  par  M.  Zaremba.  Voir  les  Annales 
scientijirjties  de  l'École  Normale  supérieure  (3"  série,  t.  XIV,  p.  aSi;  1897).  On 
remarquci'a  que  M.  Zaremija  considère  la  fonction  a   qui  n'est  autre  ciiose  que 

i    dG 

- —  -,— , >  sans  démontrer  son  existence. 
!\-  on' 
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Nous  remarquons  maintenant  que  pour  tous  les  points  de  S  on  a 
dG  -. 

an 

puisque  la  fonction  G  s'annule  sur  la  surface  S  et  reste  positive  pour 
tous  les  autres  points  du  domaine  E. 
Par  suite,  on  auia 

l'intégrale  étant  étendue  à  une  portion  quelconque  S,  de  S  et  Go  dési- 
,y;nant  la  fonction  de  Grcen  correspondant  au  pôle  P„. 

iNous  prendrons  pour  S,  la  portion  de  S  extérieure  à  une  sphère  i 
de  rayon  o  ayant  pour  centre  le  point  /)„.  Alors  l'inégalité  ci-dessus 
donnera 

4^J,,,  dn' 
et  nous  aurons 

Maintenant  supposons  que /soit  une  fonction  continue  quelconque 
cl  considérons  la  fonction  V  définie  par  la  formule  qui  nous  occupe. 
En  posant 

_iTij    d/i' 

et  désignant  par  0„,  ^  „  les  valeurs  de  O,  V  au  point  P„  et  par  /„  celle 
de  f  en  p^ ,  nous  aurons 

V.,-/o  =  (D„-i)/„-t-^/\./"-/„)^r/..'. 

Or,  dans  le  domaine  E,  on  a  Q  =  i,  et  dans  le  domaine  ]\.,  sauf  les 
points  de  S,  Q,  <;i.  Par  suite,  en  entendant  parY]  la  plus  grande  valeur 
de  la  fonction  1./*'  —  /o  \  à  l'intérieur  de  la  sphère  1  et  par  M  la  limite 
supérieure  de  la  fonction  \f\  sur  S,  on  trouve 
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D'ailleurs  on  a  évidemment 

i-0„<B-C, 

I)  élant  un  certain  nombre  positif  qu'on  peut  prendre  indépendam- 
ment de  la  position  du  point  p^. 
Donc  il  vient 

|V„-/ol<-^  +  --îAM|  +  BMr. 

Or,  la  fonction  /  étant  continue  sur  S,  la  quantité  v]  tendra,  pour 
Cl  =3  o,  vers  zéro,  et  cela  uniformément  pour  toutes  les  positions  du 
point  p^. 

l'ar  suite,  l'inégalité  obtenue,  où  l'on  pourra,  par  exenqjle,  poser 
'Ç  =  c5%  fait  voir  que,  "(  tendant  vers  zéro,  V„  tendra  vers  /„,  et  cela 
uniformément  pour  toutes  les  positions  du  point  /j„. 

Ce  résultat  étant  établi,  la  continuité  même  delà  fonction  /"assure 
([ue,  toutes  les  fois  que  le  point  P  tendra  vers/j„  suivant  une  courbe 
fjuelconque,  la  fonction  V  tendra  vers  y,,. 

Donc,  dans  le  cas  des  surfaces  que  nous  avons  considérées,  la  for- 
mule 

!\-kJ   •'     On 

donne  bien  la  solution  du  problème  de  Diriclilet,  quelle  c{ue  soit  la 
fonction  continue  y  à  laquelle  doit  se  réduire  sur  la  surface  la  fonction 
harmonique  cherchée. 


SUR  l'équation  Au^^p".  3i3 

Sur   l'cquatlon    \iir=e"\ 
Pau    m.     Emile    PICARD. 


On  sait  l'importance  de  l'équation 
()-  Il       i)"-  Il 

O.i-  0\- 

dans  la  théorie  des  fonctions  fuchsiennes.  J'ai  fait  autrefois  une  étude 
complète  de  cette  équation,  et  j'ai  montré  comment  on  pouvait  l'in- 
tégrer avec  certaines  conditions  aux  limites,  tant  sur  une  portion 
ouverte  de  surface  de  Riemann  que  sur  une  surface  fermée.  M.  Poin- 
caré  vient  de  reprendre  les  mêmes  questions  en  se  plaçant  à  un  tout 
autre  point  de  vue.  Comme  l'exposition  complète  de  ma  méthode  se 
trouve  disséminée  dans  différents  Mémoires  ou  Notes,  je  demande  la 
permission  de  les  rappeler  en  insistant  sur  un  lemme  qui  peut  être 
utile  dans  bien  d'autres  cas. 

I.  J'ai  d'abord  examiné  le  cas  d'une  surface  ouverte,  c'est-à-dire 
ayant  un  bord.  On  le  trouve  traité  dans  mon  Mémoire  du  Journal  de 
Mathématiques  (iSgo).  La  question  de  l'intégration  de  cette  équa- 
tion, en  supposant  données  sur  un  contour  les  valeurs  de  cette  inté- 
grale, est  d'abord  traitée  en  supposant  que  le  contour  enveloppe  une 
aire  suffisamment  petite,  puis  on  passe  de  ce  cas  à  celui  d'un  contour 
quelconque.  Cette  extension  était  faite  en  étendant  le  procédé  alterné 

Journ.  de  Miitli.  (l'  série),  tome  IV.   —   hase.  III.  iSyS.  4'^ 
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de  M.  Schwarz  et  en  considérant  deux  aires,  ayant  une  partie  com- 
mune, dont  les  bords  se  rencontrent.  Outre  que  cette  méthode  d'ex- 
tension ne  s'étend  pas  à  un  nombre  quelconque  de  variables,  quelques 
difficultés  de  détail  pouvaient  subsister  qu'il  est  préférable  de  ne  pas 
avoir  à  discuter.  Aussi  dans  les  problèmes  de  cette  nature,  j'ai  employé 
plus  tard  une  autre  méthode  d'extension  dans  un  Mémoire  du  Journal 
de  Mathématiques  ;  1896,  et  aussi  dans  une  Note  des  Comptes  rendus 
(juin,  1897).  C'était  d'ailleurs  celle  dont  j'avais  déjà  fait  usage  pour 
le  cas  spécial  de  l'équation 

lu  =  ke"  (fi>o) 

dans  le  Travail  consacré  spécialement  aux  surfaces  de  Riemann  fer- 
mées (Journal  de  Mathématiques;  iSg3). 

Je  veux  seulement  revenir  sur  une  remarque  très  générale  qui  peut 
être  utile  dans  d'autres  circonstances.  Nous  partons  de  l'équation 


Au  =  Fiu,x;y)         (a,,  =  g,!  +  |^). 


La  fonction  F(u,  x,y)  est  une  fonction  continue  de  w,  x  ely,  pour 
toute  valeur  réelle  de  m,  quand  le  point  {x,y)  est  dans  une  certaine 
région  R  du  plan  et,  de  plus,  cette  fonction  croît  toujours  avec  u.  Le 
procédé  alterné,  tel  que  nous  l'appliquons,  consiste  à  passer  d'un 
premier  contour  à  un  second  contour  enveloppant  une  aire  plus 
grande,  les  deux  contours  n'ayant  pas  de  points  communs  sur  leurs 
frontières.  A'oici  le  lemrac  sur  lequel  repose  cette  analyse. 

Preno/is  d'abord  une  équation  de  la  forme 

(i)  \u  =  p{x,y)u         |/'('-,.>)><'|; 

on  considère  une  aire  limitée  par  deux  courhes  C  et  C,  et  soil  une 
intégrale  continue  u  s' annulant  en  tous  les  points  de  C  et  prenant 
sur  C  des  valeurs  comprises  entre  —  M  et  -+-  M.  O/i  peut,  étant 
donné  un  point  A  à  l'intérieur  de  l'aire,  trou\er  un  nondtrc  q  infé- 
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rieur  à  i unité,  Ici  que  l'on  ail 

(2)  |«,|<My, 

en  désignant  par  u^  la  valeur  de  u  au  point  A. 

Pour  le  dénionlrei',  soit  r  riiitégrale  de  l'équation  de  Laplace 

Ap  ^  o, 

prenant  sur  C  la  valeur  zéro,  et  sur  C  la  valeur  un  ;  r  prendra  en  A 
une  valeui'  y  inférieure  à  l'unité.  Soit,  d'autre  part,  U  l'intégrale  de 
l'équation 

AU=/?(:c,_r)U, 

prenant  sur  C  la  valeur  zéro,  et  sur  C  la  valeur  un.  L'équation 

A(U-r)  =  />(x,/)U 
inontie  que  Fou  a 

et,  par  suite, 

Enlin,  de  l'équation 

l(u-  MU)  =/j(.r, /)(;<-  MU), 
on  conclut 

^/<MU, 
et,  par  suite, 

"a<  iVIy; 

on  démontrerait  de  la  nul'uuj  manière  que 

L'inégalité  (li)  est  donc  établie.  Un  remarquera  que  q  ne  déjjenti 
nullement  de  la  fonction  positive /)(.;•,  y"),  ce  qui  est  essentiel  })our  la 
suite. 
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Ce  lemnie  s'élend  iininédiatemenl  à  réquation 
A//  =  V(  II,  JC,}-) 

ol  peul  s'énoncer,  dans  toute  sa  généralité,  sous  la  forme  suivante  : 

Soient  u,  et  u.,  deux  intégrales  de  cette  équation  prenant  les 
mêmes  valeurs  sur  C,  et  telles  que  \  u,  —  u.^  \  soit  compris  le  long 
de  C  entre  —  M  et  -h  M;  on  aura  au  point  A 

I",  —  «2iA<'^J?  ('I  <    ')• 

La  démonstration  est  immédiate,  car  on  a 

A(w,  —  //,)  =  F;XU,  ■v,y)(u,  -  u,  ), 

U  étant  compris  entre  u^  et  «^  ;  c'est  une  écjuation  de  la  forme  (i), 
puisque  F  est  une  fonction  croissante,  et  Ton  peut  par  suite  se  servir 
du  résultat  précédent,  ce  qui  achève  la  démonstration.  L'application 
du  procédé  alterné,  dans  les  conditions  indiquées,  ne  présente  plus 
alors  aucune  difficulté. 

2.  Pour  ce  qui  concerne  la  surface  de  Iliemann  fermée,  avec  des 
conditions  limites  données  par  des  logarithmes,  je  n'ai  qu'à  indiquer 
mon  Travail  de  1898  (Journal  de  Mathématiques),  où  la  question  est 
traitée,  je  crois,  d'une  manière  complètement  rigoureuse  et  très 
rapide.  Dans  l'énoncé  des  conditions  déterminant  l'intégrale  figu- 
rent certaines  inégalités,  le  cas  de  l'égalité  se  trouvant  exclu.  La 
méthode  de  M.  Poincaré,  plus  longue,  ce  me  semble,  que  la  mienne, 
lui  permet  par  contre  de  traiter  les  cas  limites  où  certaines  inégalités 
deviendraient  des  égalités,  ce  qui  correspond  à  certaines  particularités 
j)Our  les  fonctions  fuchsiennes.  J'espère  pouvoir  montrer  un  jour  que 
ces  cas  peuvent  aussi  être  traités  par  les  méthodes  d'approximations 
successives  qui  m'ont  été  si  utiles  dans  toutes  les  questions  de  ce 
crenre. 
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S/i/'   /^'.v  points   singuliers   d'une   séné   de    Tuylor 
Par  m.  EiGÈ.NE  FABRY. 


1 .  Une  série,  ordonnée  suivant  les  puissances  enliéres  de  la  variable, 
définit  une  fonction  analytique  pour  les  points  intérieurs  à  la  circon- 
férence de  convergence.  La  définition  s'étend  aux  points  extérieurs  au 
moyen  de  nouvelles  séries  déduites  de  la  première,  pourvu  que  la 
circonférence  de  convergence  renferme  des  points  non  singuliers. 
M.  Hadamard  a  donné  {Journal  de  Lioudlle,  4'  série,  t.  VIII)  une 
méthode  pour  la  recherche  des  points  singuliers  situés  sur  la  circonfé- 
rence de  convergence.  J'ai  publié  deux  ls\iimoivc?,{  Annales  de  l'Ecole 
normale,  3*  série,  t.  XIII;  Acta  mathematica,  t.  XXII)  où,  par  une 
«généralisation  de  cette  méthode,  j'ai  obtenu  de  nouveaux  résultats, 
particulièrement  sur  les  séries  dont  le  prolongement  analytique  est 
impossible.  Je  me  propose  ici  d'étudier  les  points  singuliers  par  une 
nouvelle  méthode,  qui  repose  sur  le  calcul  des  différences  des  coefli- 
cients  et  dont  j'ai  indiqué  le  principe  {Comptes  rendus,  20  dé- 
cembre 1897).  Quand  on  connaît  l'ordre  de  grandeur  des  différences 
d'ordre  infini,  on  pourra  déterminer  des  régions  ne  contenant  aucun 
point  singulier,  et  l'on  connaîtra  les  points  singuliers  situés  sur  la 
limite  de  ces  régions,  qui  peuvent  s'étendre  au  delà  du  cercle  de  con- 
vergence et  dans  bien  des  cas  jusqu'à  l'infini.  On  peut  en  déduire  des 
cas  assez  généraux  où  les  coeflicienls  étant  des  fonctions  continues, 
qui  remplissent  certaines  conditions  de  grandeur,  la  circonférence  de 
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convergence  ne  contient  qu'un  seul  point  singulier.  Cela  peut  expli- 
quer pourquoi,  comme  l'a  fait  remarquer  M.  Picard  dans  la  Revue 
générale  des  Sciences,  l'on  a  eu  autrefois  tant  de  peine  à  former  des 
séries  ne  pouvant  pas  se  prolonger  analytiquement,  alors  que  ce  fait 
se  présente  dans  les  cas  les  plus  généraux,  ainsi  cjue  l'a  montré 
M.  Borel  {Comptes  rendus,  i4  décembre  iHpô). 

2.  Soit  une  série  /'(r)  :=Za„z",  dont  le  rayon  de  convergence  est  H. 
i  étant  fixe,  mais  aussi  petit  que  l'on  voudra,  pourvu  que  n  soit  assez 
erand,  on  a 


|«J< 


R 


Soit  X  une  quantité  imaginaire  cl /son  module.  Posons 

X  =  A"a„_^.,—  -  A"-'  a„^^_,  -+-  —  '~     V--a„^.,_„  — .  . .  -h  (—  i^o,,, 
on  en  déduit 

X:  +  -  A"  ^  v^^^:^  y,  ^  _  _ .  -t- A;'=  A^a„.„ 

"  1        '  1.2  -  ' 

et 


/'<:=)  =  2».«=-^^^=  '-0     2:^; 


Pourvu  cjue  n  soit  assez  grand,  on  a 

Il  en  résulte  que  la  série  précédente  est  convergente  toutes  les  fois 

que    -  J^  _    <[  -. fT  •  Mais  il  suffit  ([u'ellc  soit  convergente  pour  qu'elle 

représente  /"(z). 

Soit  0  une  quantité  positive.  Ueprésentons  par  -  la  limite  supé- 
rieure, pour  n  =  X,  de  1/  |  A"|   "  "|"/,     Q",   où  v  peut  piendre  toutes 
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les  valeurs,  de  o  àoo,  pour  chaque  valeur  de  /*.  Celte  limite  supérieure 
étant  supposée  finie,  si  n  est  assez  grand,  on  aura  quel  que  soit  v 

Si  0  <^  -7 — rr,  en  choisissant  £  ■<  7    r n— 


Il  en  résulte 


//-^v)! 


A  =R  — 0(H+  l) 
et,  quel  que  soit  6,  on  aura 

A  +  0(R  +  /)— R>o; 

d'autre  part,  en  supposant  v  =;  o,  on  voit  que  A  £  R. 
Si  r  a  une  valeur  telle  que    ,  "^  ^^'  ^^  '* 


/"(-) 


A  —  E 


(À--)O 


0 


la  limite  supérieure,  pour  n  =  co,  de  iV  r  ,  est  alors  au  plus  égale 
à  ^  L-_  _  •  Il  n'y  a  donc  aucun  point  singulier  à  l'intérieur  du  cercle 
de  centre  ;:  et  de  rayon  A    i  —  ^  . 
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Posons  ;  ^  /e°",  /  <  0.  Il  n'y  a  aucun  point  singulier  intérieur 

au   cercle   de   centre   3  =  ^--  cl  de   rayon  -; '■ — -— -•    Un  point 

t  -h  t'-="  -^  \t  -h  e-="  I  r 

;  =  pe*"',  où  p^R,  sera  intérieur  à  Tun  de  ces  cercles,  si  Ton  peut 
trouver  deux  arcs  a  et  p  tels  que 

u»^  >^<+A'e3-^  A'<A,  /<ô, 

car  ce  point  est  sur  la  circonférence  de  centre  —  et  de  ravon 

\' 

-; ^ — -rr-  Il  faut  donc  (rue 

/p  e"'  +  p  é'"-"''  =  À  /  +  A'  c'P'  ; 

on  pourra  déterminer  a  et  [3  si  la  circonférence  de  centre  /pe'"'  et  do 
rayon  p  coupe,  ou  touche,  celle  de  centre  A/  et  de  rayon  A  ,  cVst- 
à-dire  si 

p-  A'</lA-  pe""|<p  -+-  A'. 

Pourvu  que  p  —  A  <;  0  1 1  —  pe""  |,  on  peut  choisir  /  et  A'  de  façon 
à  vérifier  ces  inégalités.  Il  suffit  de  choisir  A'  tel  que 

A>  A'>p  —  01  A-  pt'"'|, 
puis  t  de  façon  que 

/<0  et         p  -  A'< /|>  -  pr''"'|<p  +■  A'; 

on  est  ainsi  conduit  au  théorème  suivant  : 

Soient 

1"  —  A''a„+., —  -  A''-'a„^^_,  -f-      '^~'   A''  '<7„.v.-,  —  ..  .4-  (  -  i)V/„, 

OM  A  ^.?*  tuéc  quantité  donnée,  féclle  ou  imaginaire,  et  0  une  quan- 
tité positive.  S/ 1/1  A"  |    '  ,    ! — 0"  a,  pour  rt  =  3c,  quel  (/ue  .sort  v,  ;//^r 

limite  .supérieure  finie  -^,  H  n'y  (t  aucun  point  singulier  z  vci-ijianl 

l'inégalité 

|-j__0|X-  -|<A. 
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5.  Supposons  |::|  =  R.  Si  K  —  0  ;  A  —  Re""  [<  A,  le  point  de   la 
circonférence  de  convergence,  Re*"',  n'est  pas  singulier. 
Soit  X  =  /<?^',  cela  a  lieu  si 

4/Rsin^  ::iZL^•  >  (^li^^  )^_  (/_  IV)=. 
On  a  vu  que  Ton  a  toujours  R  —  A  ;  0(11  -i-  /),  par  suite 

d'autre  part,  (  — r—  j  —  (/  —  R)"  ne  peut  pas  être  négatif,  car  autre- 
ment on  aurait,  quel  que  soit  co, 

R_  A<0   /-R|<OrA-Rc™|; 

aucun  des  points  Re""  ne  serait  singulier,  et  le  rayon  de  convergence 
serait  supérieur  à  R.  On  a  donc,  dans  tous  les  cas, 

0(R-t-/)>R- A>e;/-R|. 

Posons 

4/Rsin=î^=(5^)'-(/-R)S  o<D<t:, 

cet  arc  Q.  est  toujours  réel,  et  il  n'y  a  aucun  point  singulier,  sur  la 
circonférence  de  convergence,  entre  les  points  d'argument  y  -^  Q  et 
2--f-Y-0. 

En  particulier,  si  R  —  A  =  0  J  /  —  R  |,  on  a 

0  =  o; 

le  point  z^  Rpf  est  le  seul  point  singulier  de  la  circonférence  de 
convergence. 

Si  /  =  R,  ces  expressions  se  simplifient  ;  on  a 

2R0>R-A>o,         sin-  =  5j=_:^. 

-       '  2  2H6 
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i.  Supposons  A  réel  cl  positif,  c'est-à-dire  y  =  o,  ce  qui  est  tou- 
jours possible  par  un  changement  de  yariable.  Considérons  la  courbe 
limite  définie  par  réquation 

ce  qui  suppose  p  =  A.  Celte  courbe  divise  le  plan  en  deux  régions.  Poui' 

j  =  -t-  R,  on  a 

R-A<OlA-RÎ; 

pour  -  =  —  R,  on  a 

R  — A>0(A-hR). 

Il  n'y  a  donc  aucun  point  singulier  dans  celle  de  ces  deux  régions 
qui  comprend  le  point  —  R  et  ne  comprend  pas  -t-  R.  Cela  suflit  pour 
la  définir,  car  cette  courbe  limite  ne  passe  jamais  par  ces  deux  points. 

L'équation  de  la  courbe,  en  coordonnées  polaires,  sera 

P^'(,  _  (p)—  2p(A  -  aO=cosoj)-h  A''—  A'^O-  =  o,  où  p>  A. 

Si  0  <  I ,  p  a  une  racine  plus  petite  que  A,  et  l'on  a  la  branche 


A  —  À  0- cos  o>  4-  v'i  A  —  ).  ft-  cos  tu  )-  —  (  1  —  6^  )  (  .-V-'  —  À- Q-^  ) 
I  — 0^ 


ÀO^cosw  — A-u;/(A  — XO^costo)^—  (i  — 0^)(A2— X»6^) 
la  quantité  sous  le  radical  est  égale  à 

0-[(A  —  Acosco  )--)-  A-(i  —  0-)sin-(o|>o; 

CCS  deux  formes  de  p  montrent  que,  si  w  croît  de  o  à  -,  p  croit  con- 
stamment. On  a  une  courbe  fermée,  à  l'intérieur  de  laquelle  ne  peut 
se  trouver  aucun  point  singulier. 

Si  A  =  R  —  0(  A  -h  R),  ce  qui  suppose  0  <  -. ^,  la  courbe  passe 

par  le  point  ^  =  —  R  et  est  tout  entière  intérieure  à  la  circonférence 
de  convergence. 
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Si  0  =  I ,  on  a  la  courbe  liinilc 

2p(Acosoj  —  A)=  A=— A-,         où         p  =  A, 

on  a 

A<R-rA-K|iA. 

l'oiir  que  p  soit  positif,  il  faut  ([iie  Acosw  —  7\  >  o,  ce  c[ui  donne 
la  hranciic  d'hyperbole 

COS  OJ  C  V  • 


'"^        2(X  coso)  —  A  )  -~  1 

Si  0  >■  i ,  on  a 

A<R_0|A-R|<A. 

Pour  (jue  p  soit  réel,  il  faut 


■    1 0-Xcosco  -  A I  >  v'(0-  -  i) (A^j^-  -  A-;. 

Mais,  si  0-Acoso)  —  A  <  o,  les  deux  valeurs  de  p  sont  négatives. 
On  a  donc  la  branche  de  courbe  : 


'-1  cosw  —Ai  v^(Xe-  cosw  —  A)-—  (0^  -  i  )  (>.-0- —  A^ 


0-Acosco  >  A  +  s/(0-  -  i)(A-0=  -  A-); 

lorsque  oj  croit  depuis  zéro,  la  plus  petite  valeur  de  p  croil,  Fautre  di- 
minue, et  Fou  a  une  courbe  fermée,  à  l'extérieur  de  laquelle  il  n'y  a 
aucun  point  singulier  à  distance  finie. 

Dans  ce  cas,  ;  =  ce  est  un  pôle  ou  un  point  ordinaire.  Va\  ellel,  si  // 
est  assez  grand,  la  série 

iA:<'^(^y=(.-r>(.-) 


est  convergente  tant  cpic  .-^  <  0  ;  le  point  z  =cc,  v— -^  —  —  i , 
n'est  pas  singulier  pour  z"*' /"(:■)  et  ne  peut  être,  pour/(r),  qu'un 
point  ordinaire  ou  un  jxMe  d'ordre  //  au  plus. 
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Quel  que  soit  0,  si  A  =  R  —  0  |  A  —  R  |,  -  =  +  R  est  le  seul  point 
singulier  de  la  circonférence  de  convergence. 

Si  G  <;  I ,  la  courbe  passe  alors  par  le  point  r  =  +  R. 

Si  0  >  I  et  X  >  R,  on  a  A  =  R  —  G  (X  —  R)  et  la  courbe  limite  passe 
encore  par  j  =  -+-  R. 

Si  G>i,  X<R,  on  a 

A  =  R-G(R- A)<X. 
Alors,  pourvu  que  p  ^  R,  on  a 

p  -  A  <  G  (p  -  1)<  G  lA  -  pe""  I , 

et  lorsque  p  =  R,  si  to^o, 

R  _  A  =  G  (R  -  X)<  G  i  A  -  Rr'-'  |. 

Le  point  :;  =  +  R  est  alors  le  seul  point  singulier  à  distance  finie. 
z  =  30  pouvant  être  un  pôle  ou  un  point  ordinaire. 

Enfin,  si  G^i,  'A<R  et  A  =  A,  Tbyperbole  limite  se  réduit  à 
cosoj  ^  I ,  il  n'y  a  aucun  point  singulier  en  deliors  de  la  partie  posi- 
tive de  l'axe  OX. 

o.  Pour  démontrer  la  réciproque  du  tbéorème  fondamental.  f)o- 
sons 

7=0 

X  pouvant  être  réel  ou  imaginaire,  et  ,  =:  /e"',  /  étant  supposé  tel 

que  la  série  précédente  soit  convergente,  quel  que  soit  a.  N  étani  un 
nombre  entier,  on  a 

vio  \t-l-e     N  /  |i.=o  v  =  o 

—  V  A"         /''  +  *^  (/i-^/i  -h/,N)! 
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Supposons  que  la  foiiciion  /(:■)  n'ail  aucun  p(jinl  sini;ulicr  \î-i'\- 
liant  rincgalité 

|-|_0|X_-|<A, 
où 

o|/_R|<R_  a<0(/+r;),      /  =  |a|. 

La  pieniière  de  ces  inégalilcs  esl  toujours  vérifiée,  car,  autrement, 
le  rayon  de  convergence  serait  supérieur  à  II,  A  et  0  étant  supposés 
positifs.  La  seconde  inégalité  est  vérifiée  si  A  est  choisi  de  façon  que 
la  courbe,  qui  limite  la  région  considérée,  ne  soit  pas  tout  entière  in- 
térieure à  la  circonférence  de  convergence,  et  lui  soit  au  moins  tan- 
gente. 

Dans  le  cas  où  0;!  i,  supposons  en  outre  que  le  point  z  ^  y.  soit  un 
pôle  ou  un  point  ordinaire. 

En  posant  ,-^^ — =:  /e*',  on  a 

v  =  o 

cette  fonction  n'a  aucun  point  singulier  vérifiant  rinégalité 

/-0<A|i:ti£!:|, 

sauf /<?"=  —  I . 

Si  0  <  I ,   cette  inégalité  est  vérifiée,  quelque  soit  a,  pourvu  que 

^  A  -4-  /O        ,  .  . 

/  <,  -r j  ;  valeur  comprise  entre  0  et  i . 

Si  0>  I,  rinégalité  est  toujours  vérifiée  lorsque  /  •<  — — r-^,  valeur 

supérieure  à  0;  et,  si  n  est  assez  grand,  :;  =  ce  est  un  point  ordinaire 
pour^"-/"(;)cl9„(;). 

Enfin,  si  0  =  I,  pourvu  que  n  soit  assez  grand,  ;  =  ce  sera  un  point 
ordinaire  pour '9„(:;);  on  peut  alors  trouver  une  quanlilé  i!  lellc  (|u'il 
n'y  ait  aucun  point  singulier  vérifiant  l'inégalité 

|  =  ]>B         ou 
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Dautre  part,  il  iiv  a  aucun  point  singulier  tel  tpie 


> 


Si  T7  >  —ç—'  quel  que  soit  a,  l'une  de  ces  inégalités  sera  vériliée. 

Il  n"v  a  donc  aucun  point  singulier  tel  que  t  <<  „       »  • 

Ainsi,  dans  tous  les  cas,  le  rayon  de  convergence  de  la  série  en  i, 
qui  représente  o„(z)  est  plus  grand  que  ô.  Et,  si  \  augmente  indéfi- 
niment, la  somme 


2A2.«0 


*  =  i 
tend  vers  zéro. 

Considérons  une  circonférence  de  centre  :•  = 


XO 


et  de  rayon 


r; rn-   Un  point  de  cette  circonférence  sera  représenté  par 

d'où  l'on  déduit 

0  I X  _  p  r-"'  I  =  I  p ('■'■'-''  '  -  Ae?'  I  >  f  -  A, 

et  aucun  point  intérieur  à  cette  circonférence  n'est  singulier  pour 
f"{z).  il  en  résulte  ([ue  t  /  r  ,"  a,  pour  n  =  yz,  une  limite  supé- 
rieure au  plus  égale  à  -^  |  0  +  e~*'  |  =  t  ;  ^  -\ '  ^^  ^^^^^  ^^  V  I  ?«(*•)  I 
est  au  plus  égale  à  ^-  Pourvu  que  /i  soit  assez  grand,  mi  a  donc, 
(jiiel  rpie  soit  a. 


cl 


^-i/,-AN''  „!(/,  4-/.N)! 
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le  premier  lerme  esl  plus  pelil  que  [x^r,)  '  ^^  second  est  aussi  pelil 
que  Ton  voudra  et  tend  vers  o  lorsque  N  auginenle  iiKléfinimcut.  Il 
en  résulte  que  v/l  ^^  |  0'' ^^f^'  est  plus  petit  que-^^Tl'  ^^  '^'  l"^'"' 
/i  =  ce,  une  limite  supérieure  au  plus  égale  à  j-,  ce  qui  conduit  à  la 
réciproque  du  théorème  fondamental  : 

Sif(z')  n'a  aucun  point  singulier  vérifiant  Vinégalitc 

|..|-0|A-..1<A, 

où  A  et  0  sont  positifs,  et  si,  lorsque  0  >  i ,  le  point  z  =  yz  est  un 
pôle  ou  un  point  ordinaire,  la  limite  supérieure,  pour  /i  —  x,  de 


^„|U  +  v)! 


est  au  plus  égale  à  -^^ 

6.    -  représentant  toujours  la  limite  supérieure,  supposée  finie,  de 

i'/|A"l^^^^— 0",  pour  /<  =  ce,  si  0>  I,  il  y  a  au  moins  un  point  sin- 
gulier sur  la  courbe  limite 

autrement,  quel  que  soit  a,  il  n'y  aurait  aucun  point  singulier,  non 
seulement  à  l'intérieur,  mais  sur  la  circonférence  de  centre 


xo 


et  de  rayon 


A 


On  pourrait  alors  trouver  une  quantité  positive  r,  telle  (pi  il  n  y  ail 
aucun  point  singulier  intérieur  à  chacun  des  cercles  de  centre  r  et  de 
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rayon 

A  A  +  /-|9-i|. 

I  6  -t-  e-=""  I  -""-      I  0  -H  e-"'  |     ' 

il  n'y  aurait  donc  aucun  point  singulier  vérifiant  Tinégalité 

|r|  — 0|  A-  rl<A  +  r|0-  1  I 


et  la  limite  supérieure  de  t/[A,''| j — p-^",  pour  «  =  oc,  serait  au 

plus  égale  à 

A  +  r  I  0  —  1 1    "^  X' 

De  même,  lorsque  0  =  i ,  si  -î  =  ce  est  un  pôle  ou  un  point  ordinaire, 
il  y  a  au  moins  ini  point  singulier  sur  la  courbe  limite 

|-|_0|A  — :;|  =  A. 

On  peut,  en  elTet,  trouver  une  cjuantilé  positive  B,  telle  qui!  un 
ait  aucun  point  singulier  dont  le  module  soit  supérieur  à  13,  sauf  le 
pôle  z  =  yz.  'è'i  aucun  point  de  la  branche  d'hyperbole 

n'était  singulier,  on  pourrait  trouver  une  cjuantité  /•  telle  qu'il  n'y  ail 
aucun  point  singulier  à  l'intérieur  de  chaque  cercle  de  centre- ^^:^ 

A  +  2/-C0S- 
et  de  rayon — — r  +  /•=  -, ^rr  où  — -<a<-.  Considérons 

I  \' 

une  circonférence  de  centre -.  et  de  rayon  -, „,■ ,  où  A  >  A. 

Elle  est  tangente  à  la  branche  d'hyperbole  [  c  |  —  |  X  —  ::  |  =  A',  et  le 
point  de  contact,  pc"^' ,  est  déterniiné  par  les  relations 

I  p  e'"'  —  A  I  =  p  —  A' ,  p  e""  —  A  =  A'e^'  —  p  <?'■'-<''', 

d'où  l'on  déduit 

p  =  to  — a,  I  A|  =  |pe«'-+-p  —  A'I, 

4  C0S°  -    =    — TTT  • 

■X         p(p  — A') 
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ï>i  4  cos-  -  <^ 


B(B-A')'  """ 

P>B, 


et  le  point  de  contact  ne  peut  pas  être  singulier. 
Si4cos^-;^B|B~-.V)'""-" 


2,-cos->r^/g^g-^^, 

et  aucun  de  ces  points  de  contact  ne  sera  singulier,  si  A'  est  choisi  de 
façon  que 

A  +  '-\/g^S-)>-^'>-'^- 

Si  A'  est  la  plus  petite  racine  positive  de  léquation 

(A'-  A)- (A'  -  B)B  =  /-'(A'^  -  l'), 

racine  qui  est  comprise  entre  A  et  /,  il  n'y  a  aucun  point  singulier  tel 
que 

|:,|_|X-:r|<A' 


et  la  limite  supérieure  de  i /|  A"| ^—^  serait  au  plus  égale  à  -r-,^  qui 

est  plus  petit  que  -.  • 

Cette  démonstration  suppose  A  <^  l,  pour  que  />  A  >  A.  Mais  si 
A  =  /,  le  point  s  =  +  R  est  singulier  et  se  trouve  sur  la  courbe  limite, 
qui  se  réduit  à  to  =  o. 

On  peut  dire  que,  dans  tous  les  cas,  pourvu  cpie  A  ^  o,  il  v  a  un 
point  singulier  sur  la  courbe  limite  \z\  —  0|X  — r|=:A;  mais,  si 
0  =  I ,  ce  point  peut  être  ^  =  oo,  qui  alors  n'est  pas  un  pôle. 

7.  X  étant  supposé  fixe,  à  chaque  valeur  de  0  correspond  une  valeur 
de  A,  qui  devient  nulle  lorsque  j  =  oc.  Si  ô  augmente,  A  ne  croit 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  tome  IV.  —  Fasc.  III,  1S98.  4- 


33o  EUGÈNE     FABRY. 

jamais.  Si  A  >■  o  il  n'y  a  aucun  point  singulier,  tel  que 
|;|_OlA-r;<A. 
Si  :  est  un  point  singulier,  on  aura 
A  =  o 

pour  toute  valeur  de  Q^  ,  ^  ,  •  De  même,  si  g  =  se  n'est  pas  un  pôle 
ou  un  point  ordinaire,  lorsque  0  >>  i ,  on  a 

A  =  o. 

Si  ;  =  Aest  le  seul  point  singulier  dcfi^z),  ce  qui  suppose|X|  =  R. 
r  =  a:  pouvant  être  un  pi'>le,  on  aura 

A==R, 

quel  que  soit  0.  Mais,  s'il  y  a  au  moins  un  point  singulier  autre  que 
-.  =  A,  il  existera  une  valeur  de  6  au  delà  de  laquelle  A  =  o.  Soit  6 
cette  valeur  telle  que  A  >  o  lorsque  0  <  0',  et  A  =  o  lorsque  0  >  0'. 
Il  ne  peut  v  avoir  aucun  point  singulier  tel  que 

|-|_0'|X-:;|<o, 

car  autrement,  à  la  valeur  0  =  L  ^  _|  ■<  0'  correspondrait  A  =  o.  Si 

0'  >  I ,  r  =  oc  est  un  point  ordinaire  ou  un  pôle. 
Il  y  a  au  moins  un  point  singulier  tel  que 

|^|  =  e'|X-r|. 

En  effet,  si  0'^  i  et  si  aucun  de  ces  points  n'était  singulier,  on  pour- 
rait trouver  une  quantité  /•  telle  qu'il  n'y  ait  aucun  point  singulier 

intérieur  aux  cercles  de  centre  :  =  t — ^ — -  et  de  ravon  /■.  Si  0  —  0'  est 

0  -H  c"°" 

assez  petit,  il  n'y  aura  aucun  point  singulier  intérieur  aux  cercles  de 
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centre  ;  =  r cl  de   ravon   /•  —  ;  A—— — _^,-      ,  — ——]  suppose 

positif,  car  ces  cercles  sont  intérieurs  aux  précédents,  (^uel  que  soit  y., 
ce  rayon  est  au  moins  égal  à 


.   0  —  O'I 
A 


1 0  H-  e-«'  I  \    '  '        I      0'  —  I 

il  n"v  aura  donc  aucun  point  singulier,  tel  que 

i.-|-oix-.-|<.;o-i|-|A^'|, 

pourvu  que 

/'|6-i||6'-ii>lA||0-0'|, 

ce  qui  a  lieu  si  /•(  0'  —  i)  <^  /, 

et  l'on  pourrait  trouver  une  valeur  0  >>  0',  telle  que 

A>o. 

Si  0  =  1,  le  point  ;  =  ce  peut  être  considéré  comme  situé  sur  la 
droite  |  s  |  =  |  X  —  ^  |.  Si  :;  =  ce  est  un  pôle,  et  si  aucun  point  de  cette 
droite  n'est  singulier,  on  pourra  trouver  deux  quantités  B  et  /•,  telles 
qu'il  n'y  ait  aucun  point  singulier  vérifiant  Tune  des  inégalités 

p  2  B,  pcos(a)  —  y)  <-+/■,  où  A  =  le'''. 


Si  l'on  prend 


B 


I  <  0  <  -= et         A  =  B  — Ov'B-- 27/ >o, 

^/B-  —  2  /•  / 
il  n'y  a  aucun  point  singulier  tel  que 

|-|_o;a-.-!<A; 
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car,  si  1 1;  I  <;  B,  on  en  déduit 

2pcos(a)  —  y)  <C 7 —  =  /  +  2/-. 

On  aurait  donc 

A>o, 

pour  une  valeur  ô  ^  i . 

Il  y  a  donc,  dans  tous  les  cas,  au  moins  un  point  singulier  sur  la 
courbe   limite   |  :;  |  =  0' |X  —  :;  |.   Mais,   si  G  =  i,   ce  point  peut  être 


8.  Tant  que  8^  i,  Avarie  d'une  façon  continue  avec  0.  Soient,  en 
effet,  deux  valeurs  Oo>ô,,  auxquelles  correspondent  A,  et  A,, 
A,  ^  Ao  ^  o.  Les  deux  courbes  c,  et  c, 

|;|_Ô,|À-;|  =  A,,         |r|-  Oo|X  -;|  =  A,, 

se  coupent  toujours  en  deux  points  réels,  symétriques  par  rapport  au 
rayon  qui  passe  par  le  point  A,  qui  ne  peuvent  être  intérieurs  à  la  cir- 
conférence de  convergence;  car  autrement  celle  de  ces  courbes  qui 
coupe  la  circonférence  de  convergence  le  plus  près  du  point  :■  =  —  i 
ne  contiendrait  aucun  point  singulier.  On  a,  pour  ces  points  com- 
muns, 

_  A|9,— A,6| 
P'  "~        fJo  —  0,        ' 

et  il  faut 


Si  0,  <  I,  le  module  p  d'un  point  de  la  première  courbe  augmente 
isqu'a  la  ' 
conditions 


lusqu  a  la  valeur  —! — r-^>  et  ilfautp,5— — r— '  ■  On  en  déduit  les  deux 


(R_A.)'^<A.-A,<(A.  +  /)^ 


Si  0,  >  I,  on  obtient  de  même  la  condition 
//0,-A, 
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et 


(K-^A,)'^£A,-A,S(;-A,)'f^. 


Donc,  si  6,  5  I ,  A,  -  A,  lend  vers  zéro  avec  0,  -  0,,  et  A  varie  crune 
façon  continue. 

Soit  z  =  pe™  un  point  de  la  courbe  c, ,  on  a 


_0JA-  z\  =  A, 


et 


p_0jA-3l  = 


A,e,-?(e,-f),) 


•  jui  aiininuc  quand  p  augmente.  Donc  sur  la  courbe  c,  il  n^y  a  aucun 
point  singulier  tel  que  p>o,  et  il  y  en  a  au  moins  un  tel  que  pip,. 

De  même,  sur  la  courbe  c,,  il  n'y  a  aucun  point  singulier  tel  que 
0  <  s , ,  et  i  1  y  en  a  au  moins  un  tel  que  p  ^  p , . 

Soit  une  nouvelle  valeur  O3  >  ô.,  pour  laquelle  on  a 


et  soit 


A,>o, 

0,— f). 


Sur  la  courbe  c,  il  n\v  a  aucun  point  singulier  tel  tpic  p  >  p.;  on  a 
donc 


d"où  l'on  déduit 


82    ~    «3 


0.     A,     I 
0,     A,     I 

0:,       A,        I 


Si  0,  =  02,  l'un  des  deux  points  communs  aux  trois  courbes  est  sin- 
gulier, et  ia  courbe  c.  ne  contient  pas  d'autres  points  singuliers  que 
ces  deux  points  symétriques,  définis  par  les  équations 

I        A, -A, 


0,-0, 


La  circonférence  de  convergence  peut  remplacer  la  première  des 
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courbes  c,  et  si 

l'un  des  deux  points  He'^"^"-'  est  singulier,  Q.  élanl  donné  par  la  l'ela- 
lion 

0  ayant  une  valeur  donnée,  s'il  y  a  un  point  singulier  tel  que 

|^|-0|X-^l<o, 
on  aura 

A  =  o. 

Si  non,  A  sera  égal  à  la  plus  petite  des  valeurs  de  |  -  |  —  6 1  X  —  ;  |, 
où  z  est  Tun  quelconque  des  points  singuliers  de /(:;).  Il  ne  peut  y 
avoir  d'exception  à  cette  règle  cjue  pour  0  =  i ,  si  ;  =  ce  est  un  point 
singulier  ;  dans  ce  cas,  l'hyperbole  |  -  |  —  |  X  —  ;  |  =  A  passe  par 
z  ^  X  quel  que  soit  A,  et  cela  n'indique  rien  sur  la  valeur  de  A. 

9.  Pour  simplifier  la  discussion,  supposons  X  réel,  ce  qui  revient  à 
changer  de  variable  de  façon  à  augmenter  w  de  y. 

Si  ^  ^  —  R  est  un  point  singulier,  pourvu  que  p  >R  et  0  ^  r ,  on  a 

P_Ô|Z— pe"'|>p-e(/  +  p)>R-0(/4-K), 
alors 

A  =  R-0(/  +  R), 

ol,siO>^, 

A  =  o. 

Dans  ce  cas,  toutes  les  courbes  c  sont  intérieures  à  la  circonférence 
de  convergence. 

z  étant  un  point  singulier  quelconcjue  de  /(  z),  posons 

\z\  =  p,  |/  — ;;|  =  M. 

Soit  Tj^Re*'"'''   le  point  singulier  de  la  circonférence  de  convei- 
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i;cncc  le  plus  rapproché  de  ::  =  —  R,  que  nous  supposons  non  sini;ii- 
lier.  Posons,  pour  plus  de  symétrie  dans  les  formules, 

Si   tous   les  points  singuliers  sont    tels  que  v7  =  Tr-'   pourvu   que 
0  <  j[^'  on  a 

ear  si  M  >  M^,  on  a 

c-0\I>M(^-e)>p„-OM,„ 

si  M  5M(,,  comme  p  =  Po7  on  a  encore 

o-OM>:„-OM„. 
Il  en  résulte  que 

A  =  o„-0\I„, 

A  =  o. 

S'il  y  a  des  points  singuliers  tels  que  ï^  <!  ^'  supposons  d'abord 

qu'ils  soient  tous  isolés,  et  représentons-les  par  des  points  de  coordon- 
nées p,  M,  par  rapport  à  deux  axes  rectangulaires.  Considérons  une 
droite  issue  du  point  po^Io  parallèle  à  l'axe  des  M  dans  le  sens  positif, 
et  faisons-la  tourner  autour  de  ce  point,  vers  l'axe  des  p,  jusquà  ce 
qu'elle  rencontre  un  point  singulier  p,  M, .  Si  plusieurs  points  sont  sur 
cette  première  droite,  on  choisira  la  plus  grande  valeur  de  p,.  On  fera 
ensuite  tourner  cette  droite  autour  du  point  p,M,  juscjuà  ce  (jurlle 

passe  par  un  autre  point  singulier  p^ M,,  et  ainsi  de  suite  tant  que  '—  va 
en  croissant.  On  forme  ainsi  un  polygone  convexe  de  sommets 

p„\I„,     p. M,,     ...,     p,M„ 
tels  que 

^^<^~<-<^^^         p.<  ?,<...<?,,         \I„<M,<...<NU. 
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Si  pv-|Mv-i  et  pvMv  sont  deux  sommets  consécutifs,  pM  un  point 
sini^'ulier  cjuelconcjue,  on  a 


Soit 

'  Mi -Mo 

on  a 

Soit 


Pv        M,       I 
Pv-i     Mv_,      I 

5  M  1 


P2—  pi 


=  o, 


Mj— M, 


M  ^  M, 


fj   _     pk  —  P/.-1 


0... 


o<0,<0,<...<0,<0,^,. 

o.<o<o.^,. 


Si,  par  le  point  p^M^,  on  mène  une  droite  parallèle  à  la  direction 
p  =  MO,  tous  les  points  singuliers  (p,  M)  sont  situés  du  même  côté  de 
cette  droite,  celui  de  p  ^  +  oc,  et  Ton  a 


M0> 


NLO. 


Donc,  si  G  <^  05  0, ,  on  a 


en  général,  si  0^=  0  5  0^+ , , 
et,  si  0^0^^,, 


A  =  p„-M„0; 


A 


M,0, 


Si  les  points  singuliers  dey'(;)  ne  sont  pas  tous  isolés,  le  j)olygoiic 
convexe  que  nous  avons  formé  sera  remplacé,  en  totalité  ou  en  parlic. 
par  une  courbe  convexe,    lieu  d'une  suite  de  points  (p.  M).  A  un 

point  de  cette  courbe  correspond   la  valeur  0  =  -—=■<  pour  laquelle 
A  =  p  — MO. 

Si  0;;+,  >  I,  A  varie  d'une  façon  continue,  même  pour  les  valeurs 
voisines  de  0  =  i .  Il  en  est  de  même  si  6^+,  =  i ,  p^  étant  fini,  car  alors. 
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siO  lend  vers  i,  A  tend  vers  zéro,  et  A  =  o  lorsque  0^  i.  Mais,  si  tous 
les  points  singuliers  sont  tels  que  ^  >  i ,  :;  =  oc  étant  singulier,  le  der- 
nier côté  du  polygone  sera  une  droite  passant  par  le  point  (pA_,,\I*_i  ) 
et  parallèle  à  la  direction  p  =  M.  Alors,  si  0<._,  <0  <  i, 

A  =  p,_, -0M,_,, 

lorsque  0  tend  vers  i ,  A  tend  vers  p^_,  —  Ah^,  >  o  ;  si  0  ^  i , 

A  =  o  ; 

et  pour  0  =  1,  A  peut  avoir  l'une  quelconque  des  valeurs  comprises 
entre  zéro  et  p;i_,  —  Ma-,.  H  en  est  de  même  si  le  polygone  devient 
une  courbe  convexe  asymptote  à  la  droite  p  —  M  ^  A  ]>  o,  car  A  tend 
vers  A'  lorsque  0  tend  vers  i .  Si  A'  =  o,  A  reste  continu  pour  0  =  i . 
Inversement,  si-l'on  connaît  la  valeur  A  qui  correspond  à  chaque 
valeur  0,  on  aura  une  série  de  courbes  c, 

p-OM  =  A. 

Deux  courbes  inliniment  voisines  se  coupent  en  deux  points  symé- 
triques déterminés  par  les  valeurs 

M  =  -— ,       o=\-e  — ■ 

L'un  de  ces  deux  points  est  singulier.  Ces  points  peuvent  former  une 
suite  continue,  ou  une  série  de  points  isolés.  Dans  ce  dernier  cas,  on 
réunira  deux  points  consécutifs  par  la  courbe  p  —  OM  =  A  qui  passe 
par  ces  points.  La  dernière  courbe  ainsi  obtenue  sera  p  =  OAL  On 
obtient  ainsi  une  courbe,  ou  une  suite  de  courbes,  qui  limite  une 
région  du  plan  dans  laquelle  la  fonction  ne  peut  avoir  aucun  point 
singulier. 

iO.    Cherchons,  en  particulier,   les  points  singuliers  de  la  circon- 

W \ 

férence  de  convergence.  On  a  vu  que  — j-^-  ne  décroit  jamais,  quand  0 

croît.  Supposons  que  0  tende  vers  zéro. 

Journ.  de  Math.  (  5«  série),  tome  IV.  —  Fasc.  111,  1S98.  43 
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Si,  pour  deux  valeurs  0,  et  0^, 

R_A,         R-A, 


D    \ 

reste  constant  entre  o  et  G,,   et  l'un  des  deux  points  tels  ((ue 


0 

I  ;  I  =  R,   I  X  _  -  I  =  — — — i  est  singulier. 
Soit  \  =  /('^', 

il  n'y  a  aucun  point  singulier  sur  la  circonférence  de  convergence 
entre  les  points  d'argument  y  +  £2  et  aû  +  y  — ii.  Il  n'y  a  nièuie 
aucun  point  singulier  intérieur  à  la  courbe  |  :;  |  —  0,  j  A  —  -  |  =  A^.  Au 
point  où  celte  courbe  coupe  la  circonférence  de  convergence,  l'angle  V 
des  deux  tangentes  est  donné  par  la  relation 


tangV  = 


û>o,  \  >o. 
Si  R  =  /,  on  a 

tang  V  = 

0  cos  — 

2 

1  —  esin- 

dp    _  0, /sinii 

?^  ~"  I  /  _  H  e'^'  1  +  Oj  (  /  cos  £2  —  R  )  ' 


et         V  >  o. 


pourvu  que  0  >  o. 

Si  R  —  /^o  et  O  =  o,  on  a 


A  =  R-0|R-/|         ei        0<      ^ 


R-  /|' 

la  courbe  |  ::  |  —  0|A  —  3|  =  A  est  tangenlc  à  la  lii-coufcriMicc  de 
convergence  au  point  r  =  Rr'^'.  Son  rayon  de  courbure  en  ce  |>nitil 
est 

■  —      R I  1^  -  ^  I 
^'  ~  I  R  -  / 1  —  0  R  ■ 

Si  0  <' - — K —  >  une  circonférence   lanuenle  à   la    circunlV'rcncr  di' 
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convergence  au  point  Re'''  aura  les  parties  voisines  de  ce  point  com- 
prises entre  la  courbe  et  la  circonférence  de  convergence,  pourvu  que 
son  rayon  soit  plus  petit  que  /'.  Cela  a  même  lieu  pour  toute  cette 
circonférence  si  son  rayon  est  assez  petit. 

Lorsque  0  tend  vers  zéro,  si  — ~^  ne  reste  jamais  constant,  cette 

quantité  décroit  constamment  et  a  une  limite  L.  On  a  alors 

iR/sin^?  =  ]J  -il-  \\f. 

L'un  des  points  Re^-~'  est  singulier  et  n'est  pas  isolé;  il  y  a  des 
points  singuliers  infiniment  voisins  entre  la  circonférence  et  toute 
droite,  non  tangente,  issue  de  ce  point,  du  côté  du  point  Re^'. 

Si  L  =  |/  -R|,  on  a 

O  =  o, 

Rc^'  est  le  seul  point  singulier  de  la  circonférence  de  convergence. 

Si  — ij —  ne  devient  égal  à  L  qu'à  la  limite,  ce  point  singulier  n'est 

j)as  isolé.  Si  /  ^  R,  il  y  a  des  points  singuliers  inflniment  voisins 
entre  la  circonférence  de  convergence  et  deux  droites  symétriques  non 
tangentes  issues  de  ce  point.  Si  /^  R,  il  y  a  même  des  points  singuliers 
infiniment  voisins  entre  la  circonférence  de  convergence  et  toute  cir- 
conférence de  rayon  plus  grand,  tangente  en  ce  point  singulier. 

Réciproquement,  pour  exprimer  c{ue  la  circonférence  de  conver- 
gence ne  contient  aucun  point  singulier  entre  ceux  d'argument  a  et 
a  -I-  ^,  l'un  de  ces  deux  points  étant  singulier,  on  choisira 


\^l 


X" 


il  est  alors  nécessaire  et  suffisant  que  — ^—  ail,  pour  0  =  o,  une  limite 
égale  à 

(/-R)M-4R/cos=f- 

4 

Pour  que  la  circonférence  de  convergence  ne  contienne  que  le  point 
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singulier  Re'f',  il  faut  el  il  suffit  que  — r —  ail  pour  limite  |  /  —  1\  ],  pour 


0  =  G,  lorsque  X  =  le'''.  On  a  même 
R  — A 


/-RI, 


pourvu  que  6  soit  assez  petit,  sans  être  nul,  lorsque  ce  point  singulier 
est  isolé  dans  une  région  comprise  entre  la  circonférence  de  conver- 
gence et  une  circonférence  tangente,  si  /^R.  Si/  =  R,  R  — A  de- 
vient égal  à  zéro,  sans  que  0  soit  nul,  pourvu  que  Rf'>'  soit  un  point 
singulier  isolé  entre  la  circonférence  de  convergence  et  deux  directions 
non  tangentes. 

11.   Pour  montrer  comment  on  peut  appliquer  ces  résultats,  consi- 
dérons le  cas  où  a„  est  une  fonction  rationnelle  de  n. 
Soit  la  série 

^•à  n  +  a 

a  pouvant  être  réel  ou  imaginaire. 

Le  terme  z^"  étant  supprimé  dans  le  cas  où  a  est  entier  négatif. 
On  a,  en  prenant  X  =  i   : 


'  (  A!  -1-  rt  )  (  «  -f-  rt  -t-  I  ) 

A': 


(rt-ha)(/t  +  a-f  i)(«-Ha-)-2) 


(  «  -H  n  )  (  /*  -H  rt  -t-  I  ) .  .  .  (  «  -h  rt  -H  •'  ) 


;^0'< 


(/i-t-v)! 


n\{n  —  a)(rt-|-i  —  a)...(/i-Hv  —  a) 
Si  0  <;  I  el  /i  >  -,  cette  expression  diminue  (piaiid  v  angnieiili-: 
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on  a  donc 

A  =  I. 

Si  la  partie  réelle  de  a  est  positive, 

I  w  H-  V  +  «  I    ^ 
I    ...  1  { «  H-  V  )  !..       .  ,  ,  , 

I  Av  I j— j—  diminue  quand  v  augmente,  et  A  =  i  pour  fJ  =  i. 

Si  la  partie  réelle  de  a  est  négative, 

I      '*  +  "      I  -^ 

I  /«  -I-  V  +  rt  I  -^ 

pourvu  que  n  dépasse  un  nombre  déterminé  fixe,  1  A"  1   ^'  ,   !  '   aue- 

1  '  '  '   I    ^  '     /i  :  ■(  :  • 

mente  indéfiniment  avec  v  et  A  =  o  pour  0  =  i . 

De  même,  si  9  >  i ,  A  ^  o,  quel  que  soit  a. 

La  fonction  ne  peut  avoir  aucun  point  singulier  en  dehors  de  la 
partie  positive   de  Taxe   OX;   car  si  s  =  p6'"'   est  singulier,  lorsque 

A<p  — 6|i-r|<i. 

;  =  1  est  le  seul  point  singulier  de  la  circonférence  de  convergence, 
j  =  :»  est  aussi  singulier;  autrement  on  pourrait  trouver  une  valeur 
6  >  I  pour  laquelle  A  ne  serait  pas  nul. 

Il  est  du  reste  facile  de  vérifier  que  ces  deux  points  singuliers  sont 
les  seuls  de  la  fonction,  car  elle  vérifie  l'équation  dilTérentielle 

ri  Y  i 

az  ''  I  —  :; 

Soit  la  série 

y     ""'    . 

^^{n  +  a)P 
où  p  est  entier.  En  formant  les  différences  successives,  on  a 

A"  = ^-'^^'- y ' 

{n  +  a)  {n  -\-  a  -h  \) .  .  .{n  +  OL  +  v)  ^  n,.n... .  .Hp^, 
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OÙ  /?,,    /)., //p_,  représentent /j  —  I   des  v  +  i   quanlilés   n -h  a, 

/?  ^  a  -h  I ,  ...,«-)-  a  +  V,  et  S  la  somme  de  toutes  ces  expressions, 
deux  ou  plusieurs  de  ces  quantités  n,,  n.,  ...  pouvant  être  égales  dans 
UM  même  terme,  a  étant  le  module  de  a,  on  a 


n!  («  —  ï).  .  .(/!  —  2  -)-  v)  v!(/j  —  i)!  («  —  a)P-' 

Si  0  •<  I   et  V  >  — — - — ht,  cette  expression  diminue  quand  v  aug- 
mente, pourvu  que  n  soit  assez  grand.  Il  en  résulte  que  A  =  i . 
Si  0  >  I ,  en  posant  a  =  ac^',  on  a 

I  n  -f-  a  -t-  ae~P' 


(«  +  ;j.  )^-l-  0(2+  2ï(/i  +  |x)  COS^ 


11-  ^  ^  .  — asin3  ,^, 

dont  I  argument  to  < >  car  tang  (u  =  "- — r-  Chacun 

"^  /j  +  ;i  —  ■x  '^  /i-t-(j.-(-3c  cos  p 

des  termes a  donc  un  argument  plus  petit  en  valeur  abso- 

lue  fiuc  ^— et  un  module  plus  grand  que  ^ — r;  il  en  ré- 

1  /i  —  X  l  D  1        ^v -h  « -h  a)''-' 

suite  que  V a  un  module  plus  grand  que 

(D-+-V— i)!  I  a(/)  — i) 

ii_ i_ cos  — -^ 

v!(/j  — I)!     (v-|-/t-+-a)''-i  /i  — a 

et 

«(/"  — i) 
)  ■  Av  ^  (  «  -t--  V  )  !  0"  (j»  -H  V  —  r  )  !     *^"^     rt  —  a 


a:i^^^-^^o-'>- 


/(Iv!  ^  /i  !(/(  -I-  a).  .  .(/(  -i-a-t-v)      vl(/J— I)!     (v  -H  /(  -H  a)/'-' 

expression  qui  augmente  indéfiniment  avec  v.  Donc  A  =  o.  Il  eu  ré- 
sulte que  la  fonction  n'a  aucun  point  singulier  en  dehors  de  l'axe  OX, 
et  que  les  deux  points  ^  =  [  et  oc  sont  singuliers. 

Si  a„  est  une  fraction  rationnelle  de  //,  que  Ton  découqiose  en  frac- 
lions  simples,  A"  est  la  somme  des  dillérences  de  ces  fractions;  il  en 
résulte  que  A  =  i  lorsque  0  <^  i ,  et  qu'il  n'y  a  aucun  point  singulier 
en  dehors  de  la  partie  positive  de  OX;  :;  =  i  est  singulier. 

Cet  exemple  permet  d'explif[uer  pourquoi  le  calcul  des  diffiMmces 
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iriii(Ii(|uc  rien  sur  la  nature  des  points  situés  sur  OX  entre  les  deux 

iioinls  singuliers  :;  =  i  et  +  3c.  La  fonction   >  — ^ —  vérifie  l'équation 
'  '^  .^d  II  -h  a  1 

0 

difl'érentielle 

-^  +  «7=7—' 

dont  la  solution  générale  est 

y  =  y  ^^  -f-  C -". 
-^  ^d  n  -h  a 

Si  z  peut  varier  arbitrairement,  lorsqu'on  aura  fait  le  tour  du  point 
-3  ^-1-  I,  la  fonction  change  de  nature,  le  terme  r--"  s'ajoutanl  à  la 
série,  et  :j  =  o  devient  un  point  singulier.  Les  résultats  c|ue  nous  avons 
obtenus  ne  s'appliquent  donc  à  la  fonction  cju'à  condition  de  consi- 
dérer l'axe  OX,  entre  +  i  et  -h  x,  comme  une  coupure.  Si  non,  la 
fonction  ne  serait  même  pas  développable  en  série. 

Par  exemple,  si  a  =  -.  on  a 


^^  n  -h  1  ,  /  - 


V^ 


où,  pour  :;  =  o, 

Li  =  o; 

lorsque  la  variable  r  fait  le  tour  du  point  :;  =  i  dans  le  sens  positif, 
la  fonction  est  augmentée  de  — —  et  :r  =  o  devient  un  point  sini;ii- 
lier. 


12.   Pour  chercher  la  limite  supérieure  de  i"/|  A."|  Q'',  nou^ 

y/    I     '1      /j  I  V  !         ' 


avons  supposé  que  v  prenait  toutes  les  valeurs  positives  pour  clnupie 

D 

valeur  de  n.  Cela  peut  être  évité  lorsque  0<  f, -■  D;ins  ce  cas,  en 

effet,  si  n  est  assez  grand,  on  a 
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\"(n  +  .)]  ,,,/^     ,     / 


I  !  V  !      M       '    R 


o--  n-  ;.  +  /£ 


expression  qui  augmente  avec  v,  tant  que  — ^ — '-()  (  i  +  rr  -i-  /£  )  >  i , 
puis  elle  diminue. 

En  remarquant  que  n"'/- — ^ — 'y^  est  un  des  termes  du  développe- 
mcnl  de  (n  -+-  v)"*^,  on  a 


Si  l'on  ne  donne  à  v  que  des  valeurs  telles  que 


R  — 6(Rh-  /) 
"        0(1-+-^]   reste  supérieur  à  1 ,  et  Ton  a 


et  la  limite  supérieure,  pour  n=x,  de  iy  |A,"1 j — j-^O",  où  v^Av/, 

sera  au  plus  égale  à 


R     l     R  A 


R  -(-/ 


De  même,  si  -SA"  ^Ott r—n tt'  011  neul  suni)oser  i  assez  pelil. 

pour  que  0  (  i  +  ïï  +  ^^  )  ï'L'Ste  plus  [)elit  (pie  1 .  On  a  alors 


et  si  V  n(;  prend  que  des  valeurs  telles  que  v  =  A//,  la  liinilc  supérieure 
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de  t  /  I A^  1  ^^ — j~^  (i  sera  au  pi 


US  égale  a 


h     \    R  k     J 

Posons 


R-  0']/  — R|>A'-R  — 0(7^rx). 


L'expression  (i-h  k)L^-—  +  ALO— ^  a  pour  dérivée  par  rap- 
port à  A" 


qui  est  positif  lorsque  A  <^  d  _  a /  p      /\  ' 

Quand  A'  croit  de  zéro  à  cette  valeur,  (  -  ,      j       (  0  — r—  )    croit  do 

K  à  TT —-T. r;  si  A-  continue  à  croître,  elle  décroit  et  tend  vers  zéro 

R      R  — 0(R  4-  /)' 

pour  k  =  ce.  Elle  prend  donc  la  valeur  ^  pour  deux  valeurs  A'  et  A ', 
l'une  inférieure,  Fautre  supérieure  à  0  o  _  f. .  ■ .  _t_  / >  "  Lorsque  v  ne 
prend  cjue  des  valeurs  non  comprises  entre  k  n  el  k  n,  i/  \A^\  ^  ,  ^,  "j 
a  une  limite  supérieure  au  plus  égale  à  y?-  Donc  si,  lorsque  v  reste 

compris  entre  k' n  et  k"n,  on  trouve  une  limite  supérieure  égale  à  -^,, 

ou  plus  grande,  elle  restera  la  même  quel  que  soit  v. 

En    particulier,    l'équation   (     .      j       (9     '^.     1    =  r_o|/— RI  '^ 

deux  racines  positives  A'  et  A";  dans  tous  les  cas,  pourvu  que  0  <<  jt-— ^' 

il  suffit,  pour  calculer  A,  de  donner  à  v  des  valeurs  comprises  entre 
k'n  et  k" n.  Il  faut  seulement  remarquer  que,  si  Ton  trouvait  ainsi  une 
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valeur  plus  grande  que  R  —  0  |  /  —  R  |,  on  devrait  prendre 

A  =  R-e|/-R| 

lorsque  v  est  arbitraire,  car  A  ne  peut  pas  dépasser  cette  valeur. 
Si  /=:  R,  cette  équation  devient 

(.-Hi)-(Ï)'  =  ., 

A'^  o  et  A"  ne  dépend  que  de  0  et  croît  avec  0.  U  suffit  alors  de  faire 
varier  v  entre  o  et  kn,  en  prenant  d^ ^,  valeur  qui  est  plus 

2(1  +  A-)'^X 

grande  que  — -, 1-- 

î"  1        2e(i  +  A-) 

15.  Nous  allons  appliquer  les  théories  précédentes  à  un  cas  assez 
général  où  la  série  n'a  qu'un  point  singulier  sur  la  circonférence  de 
converg;ence. 

Supposons  le  rayon    de  convergence    égal    à   i.  — — —  aura   pour 

limite  supérieure  zéro,  pour  n  ^=ao.  Supposons,  en  outre,  que  a„  soil 
une  fonction  analytique  F(/i),  n'ayant  aucun  point  sing;ulier,  autre 
que  n  =:  00,  dans  un  espace  limité  par  deux  droites  symétriques  issues 
de  O,  qui  forment  avec  OX  des  angles  aigus,  et  extérieur  à  une  cir- 
conférence de  rayon  fini.  C'est-à-dire  que  le  point  n  =  pe""  ne  sera 
jamais  singulier  pour  F  (n)  si  p  >  B  et  |  co|<a,  où  sina  =  /•<  i,  /•  el 

I^  I  F  (  p  e"'"'  )  I 
B  étant  fixes.  Enfin,  la  fonction  F  est  supposée  telle  que  — ■ 

ait  pour  limite  supérieure  zéro,  pour  p  =  3o,  co  prenant  toutes  les 
valeurs  comprises  entre  —  a  et  -i-  a. 

Pourvu  que  n  soit  assez  grand,  et  que  -  Sr,  a„^,,  pourra  se  déve- 
lopper sous  la  forme 

««+V=  A„+ A,^    -H...-h   A;^(^^)      -f-..., 

où  les  coefficients  A  ne  dépendent  que  de  it.  Représentons  par  Y)\  ce 
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que  devient  A^  quand  on  y  remplace  a„+,,  par  v*,  en  supposant  X  =  i, 

D*  =  /,*-  'l(h  -  iy+''^''-^'\h  -  2)*-. . .  +  f— i)^-'  '\  1*. 

d'où  l'on  déduit 

Dj,  =  o     si/?>.i,         D^  = /<(D^+ Dj[  , )  =  o     si//>2, 
et,  en  général, 

D^  =  o     si  A  >  A ,         D;;  =  ADt;  =  h  I 
Enfin,  en  laissant  A-  —  //  fixe,  on  obtient  la  relation 

D^  =  A![i  +  Dr^-+^,Dt-^-+^Dr^-4-...+  ^^,Dr'] 

et 

D*>o     si  A>A. 

Soit  M  le  maximum  du  module  de  F(n  +  nre'^'),  où  w  est  arbi- 
traire. Dans  le  développement  de  a„+,„  on  a 

|A^|/-*<M. 

Si  h  ■<  m,  on  peut  remplacer  a„+^  par  son  développement  dans  l'L 
et  Ton  a 

A"  A      '-*''_.      ''^''^'  T)''*'  -4- 

l  «r  —  h         I    /ir  ^  /i  -H  I  1.2         nr  —  A  +  a  ^         '         i    nr  —  i  J 

=  M 


{nr  —  ^){nr  —  2).  .  .  {nr  —  /;) 


Prenons  0  5 j-  Pour  calculer  A,  il  suffit  de  donner  à  v  des 

1  +-  - 
2(1  +  0     '■ 
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valeurs  comprises  entre  o  et  /•«  —  i ,  et 

l'^-l     «!v!     "  ^-^^"   («/■-i)(«/--2)...(«/--v)' 

.  ,.    .  .  ,  ,_o       . 

expression  qui  diminue,  si  v  augmente,  lorsque  v  <  n    ^  ^^i  puis  aug- 
mente avec  v;  et  qui  sera  maximum  pour  v  =  o,  ou  lorsque 

«7-  —  I  >  V  >  «r  —  2. 
Dans  ce  dernier  cas,  on  a 

I     '  I      ,(!  v!  -  nl-tl  n"  '/' 

pourvu  que  n  soit  assez  grand. 

Comme  '  L  |  F(pe"')l  a  pour  limite  supérieure  o, —^  a  aussi  pour 

limite  supérieure  o,  pour  «  =  co,  et  A  =  i.  La  série  i;:;"F(«)  n"a  donc 
aucun  point  singulier,  tel  que 

l^|-0|i-..|<i,         0= '—,, 


2(1+  /■) 


et  5  =  -H  I  est  le  seul  point  singulier  de  la  circonférence  de  conver- 
gence. 

14.  Ces  conditions  sont  remplies  si  a„  est  une  fonction  algébrique 
continue;  c'est-à-dire  si,  à  partir  d'un  rang  fini,  il  existe  entre  n  et  a„ 
une  relation  algébrique  entière,  a„  représentant  toujours  la  même 
branche  de  cette  fonction  où  n  croît  d'une  façon  continue  par  des 
valeurs  réelles. 

Considérons  encore  la  série 


.«^n|— l+cos(L/i)« 


o<a<i, 
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(L/i)*  représentant  la  valeur  réelle  et  positive.  a„  est  une  fonction 

de  n  qui  n  a  que  les  points  singuliers  o,  i ,  se.  bi  «  —  pc    , ; 

est  la  partie  réelle  de 

^?"'[—  1  -f-  cos(Lp  -h  io^y], 
ou  de 

coswf—  I  +  cos(Lp)''J—  2e"'sin5— ^ 1 LJIA.  sin '— ' '- ^• 

Lorsque  p  devient  infini,  w  restant  fini, 


(Lp  +  «a))»-(Lp)' 


tend  vers  zéro. 

T,  .       .  •  1  .       •      (Lp4-/co)«  +  (L?)» 

11  en  resuite  que  son  sinus  tend  vers  o  et  sin 

reste  fini.  La  limite  supérieure  de -L  |  F(pe"')  |  pour  p  =  oc  est  donc 
la  même  que  celle  de  cos  cl)[—  x  -i-  cos(Lp)']<o  si  |  co|  <  '-■ 

La  série  précédente  n'a  donc  que  le  point  singulier  z  =  i  sur  la  cir- 
conférence de  convergence.  Soit  une  suite  de  termes  tels  que 

t  étant  fixe  et  k  augmentant  indéfiniment.  Pour  ces  termes,  on  a 

'  ^^  '  =  —  I  +  cos(Ln)°'<  —  i  +  cosî. 

La  série  qui  ne  contiendrait  que  ces  termes,  les  autres  étant  nuls, 
aurait  un  rayon  de  convergence  égal  à 

e'-"''>  I. 

Si  Ion  supprime  tous  ces  termes,  en  ne  conservant  que  ceux  tels 
que 
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on  ne  change  pas  les  points  singuliers  de  la  circonférence  de  rayon  i . 
Si  n  et  n  sont  deux  termes  de  deux  groupes  consécutifs,  on  a 

n 

qui  augmente  indéfiniment  avec  A. 

Quand  on  forme  A",  pour  calculer  A,  il  suffit  de  prendre  v  <;  «/•, 
si  6  est  assez  petit;  et  les  termes  de  deux  groupes  différents  n'entre- 
ront jamais  dans  la  même  différence.  Si  l'on  supprime  un  nombre 
quelconque  de  ces  groupes  de  termes,  on  a  donc  encore  une  série  qui 
n'a  que  le  point  singulier  ::  =  i  sur  la  circonférence  de  rayon  i .  Dans 
cette  série,  a„  =  o,  sauf  pour  des  suites  de  termes  consécutifs  tels  que 

2A-  -  £<(Ln)='<2A---H  £, 

où  A  prend  une  suite  de  valeurs  entières,  en  nombre  infini. 

On  arrive  au  même  résultat  en  partant  de  la  série  plus  générale 

n  =  l 

où  F(«)  remplit  les  conditions  posées  au  n°  13,  et  peut  être  une  fonc- 
tion rationnelle  ou  algébrique. 

15.  Ce  dernier  résultat  peut  être  présenté  sous  une  forme  un  peu 
générale.  Soit  la  série 

Za„bnZ". 
Soit 

D:;=  //"a,,^,—  yX'^-'a„^v_,  -!-...  +  (-  O^a,,, 

I  v  /        " 

et 

où  A  =  A  A",  A'  et  \"  pouvant  être  arbitraires.  En  remplaçant  les  b  en 
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fonction  de  leurs  différences,  on  a 


d,::  =  A'"D"/"<'  +  -  v"-'  Di^'-'rf.:., 


f      o  -  '     -  ^0 


Si  i  /  I  D"  I — j^^  ô'"'  a  pour  limite    supérieure    ^7»   pour   «  = 

jT,  étant  celle  de  i  /  |  o?"  |       ,    ,  "  G'"*,  pourvu  que  n  soit  assez  grand, 
aura 


et 


!JL=o 

^(«~v)!  (A'-E)''(A"-E)«V67    ^|ô"(A'-e 


r 


Si  I X'  I  0'  <|  A'  6",  et  si  £  est  assez  petit,  on  aura 


1/  I  d"  I — j— j-^G'"'  a  alors  une  limite  supérieure  au  plus  égale  à  ttt'' 

de  sorte  que  A>  A'A"  pour  G  =  ô'. 

Supposons  I X'  I  et  I  X"  |  égaux  aux  rayons  de  convergence  R',  R"  des 
deux  séries  Za„:",  Zb^z".  Si  la  seconde  série  n'a,  sur  sa  circonférence 
de  convergence,  qu'un  point  singulier  z^X",  supposé  isolé,  on  aura 

A'  =  R', 

pourvu  que  G"  soit  assez  petit.  Si  z  =  —  A  n'est  pas  un  point  singulier 
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de  la  première  série,  on  a 

A'>R'(i- 26'), 

pourvu  que  6'  soit  assez  petit.  On  peut  supposer  0'\> -7  et  0  =  0  ; 

alors  A>A'A">  R'R"(i  —  2O'),  et  le  point  :?  =  —  X'A"  n'est  pas  un 
point  singulier  pour  la  série  Za„bnZ". 

On  a  toujours  R^  R'R",  et  s'il  y  a  des  valeurs  de  n  telles  que  \/\  a„\ 

et  v*  I  ^«  I  tendent  en  même  temps  vers  j^?  et  ^„i  R  =  R'R".  Si  la  série 

llb„z"  n'a  que  le  point  singulier  :•  =  i  sur  la  circonférence  de  conver- 
gence de  rayon  R"  =  i ,  un  point  z  =  R'e"'  non  singulier  pour  la  série 
Sa„s"  ne  peut  pas  être  singulier  pour  Za„Z>„3".  Mais  un  point  singulier 
de^la  première  série  peut  n'être  pas  singulier  pour  la  seconde.  Si  les 

deux  séries  V  6„;"  et  ^7--"  n'ont  que  le  point  singulier  z  =  i  sur 

leurs  circonférences  de  convergence,  les  deux  séries  La,^z",  l.a„b„z" 
auront  les  mêmes  points  singuliers  sur  leurs  circonférences  de  con- 
vergence. 

Si  les  deux  séries  Jla,^z",  Jlb„z"  n'ont  chacune  qu'un  point  singu- 
lier, V,  X",  sur  leurs  circonférences  de  convergence,  la  série  Za"l>„z" 
ne  peut  avoir  que  le  point  .singulier  X'X"  sur  la  circonférence  de  rayon 
R'R";  et,  si  R  =  R'R",  ce  point  est  singulier. 

16.  Supposons  R  =  i,  et  X  =  e"'''.  Si  A^i,  z  ^  ef  est  le  seul 
point  singulier  de  la  circonférence  de  convergence.  Si  A  =  i  —  2O, 
z  =  e''"*^^''  est  singulier;  si  A  >  i  —  2O,  ce  point  n'est  pas  singulier. 

Supposons  maintenant  que  t  /  |A"| — j— p^  0";  ait  pour  limite  supé- 
rieure I,  pour  n  =  00,  lorsque  n  prend  une  suite  illimitée  de  valeurs 
particulières,  v  prenant  toutes  les  valeurs  entières  pour  chacune  de 
ces  valeurs  de  n.  On  a,  pour  ces  valeurs, 

|a:'|^^^o-;<(i  +  s)'', 

où  t  est  aussi  petit  que  l'on  voudra,  pourvu  que  n  soit  assez  grand. 
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Soit  V^  e^';  représentons  par  A.,(e'''),  ou  A^,  ce  que  devient  A", 
quand  A  y  est  remplacé  par  A'.  On  a 

A'-a^^,  =  A''  +  -A"  -+-  '''''-''^  a:;  + . . . + a:;, 

A,^  =  X'^an^v  —  -  '^■■"'~'  ««+V-.  -H  •  •  •  +  (  —  ifa,,, 
d'où  l'on  déduit 

a^a;  =  a;;  (A'  -ly-h  -Ja';  a'(a'  -  a  y-' 


'(•'-').«v 


A«>/2(A'  _  Xy-^  -4-.  .  .  +  a:  A'\ 


Si,  n  étant  fi\e  et  v  arbitraire,  on  suppose  que 

|A:|^^-e'<(i  +  sr, 

il  en  résulte 

<(l  +  =)''[l  +  OlA'— A|]«+\ 

Soit  6'  = r-p-; — ^T  OÙ  6  5  G,  :  en  ne  donnant  à  n  que  la  suite  de 

valeurs   que   nous  avons  considérées,   i/|A^| ^    ,  'O'"  aura,  pour 

«  =  oc,  une  limite  supérieure  au  plus  égale  à 

'  '  I  — aô'cos- 

a 

si  X  —  ~  <C  Y  ~  Y  <C  ~  ~  ^  • 

Donnons  maintenant  à  y'  les  valeurs  2A-^;  on  a 
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OÙ  [JL  ne  prend  que  les  valeurs  de  la  forme  A  +  AN  comprises  entre 

G  et  V.  Si  N  >  ^■>  V  -  N  <  h  <  N,  on  a 

N-l 

Supposons  que  le  point  ::  =  e'^'  ne  soit  pas  singulier.  On  peut 
trouver  une  quantité  positive  j5,  assez  petite  pour  qu'il  n'y  ait  aucun 
point  singulier  tel  que  |  :^  |  —  0  |  é^'+V'  _-|<^i_20  +  j3;  car,  si  [3  est 
assez  petit,  ceux  de  ces  points  qui  sont  hors  du  cercle  de  convergence 
seront  aussi  voisins  que  l'on  voudra  de  ^  =  e^'.  On  peut  même  trouver 
un  arc  a,  tel  qu'il  n'y  ait  aucun  point  singulier  vérifiant  l'inégalité 

|:r|  -  e|e^''— z|<  I  — 2O  +  P 

si  -1-  a  >■  y'  —  Y  —  -  >■  —  a;  alors,  la  limite  supérieure  de 


V^ 


a: 


(«-t-v) 


sera    au   plus  égale    à ^;  et,   si  y'  n'est  pas   compris  entre 

7:  -I-  Y  ±:  a,  n  ne  prenant  que  les  valeurs  considérées,  1 /|  A,^   ^^ — rTl~  ^'^ 

aura  une  limite  supérieure  au  plus  égale  à ,  où  6'  peut  être 

I  —  2  0'  cos  - 


fixe,  pourvu  que  0< '-r--  Alors,  quelque  soit  X',  \/\^;     '\^ ,  ^"i     Q"* 

aura,  pour  ces  valeurs  de  «,  une  limite  supérieure  plus  petite  que 

1  1  A  "/\  I       (  «  -+-  V  )  !       7^ 

-7)  de  même  ciue  4  /   a„^h      ■  ,  ■> m  "   • 

1  —  26'  V       "      '/i!rt!(v  —  A)! 

^"      -p-/î"v~'    étant    le    plus  grand    terme    du    dévcloppeuient    de 


«!v! 
(«  +  v)''-^"',  on  a 


(w  +  v)!  I  (rt-hv)« 


«  !  V  !        '■^    rt  4-  V  -H  I  «"  v^ 


n"h"{'/  —  hy-'''^     rt!v!      /i!(v  — /!)!  -^  (  « -(- v -1- i)  (v -h  1)  «" /i"(v  — /i)"""' 
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Supposons  que  v  et  h  varient  avec  n,  de  façon  que  ^  ait  pour  limite 

_^,,  '{  tendant  vers  [  \/  Ji'^^l.-'h)\^^"'  ''''''''  ?'"''''  ^'"'''"^  T^^'' 
et  y\a~^\  aura  une  limite  supérieure  plus  petite  que  i .  Pour  que 
0'<  —^i ,  il  suffît  que  -  ait  une  limite  positive  égale  à  -^r:^'  ='^'- 

Donc,  si""ti«^  a  po^r  limite  supérieure  i,  lorsque  n  ne  prend 
que  les  valeurs  particulières  considérées,  et  nt<Cfi<n^i,,  où  t  est 
fixe,  le  point  j  =  e'f'  est  singulier. 

Supposons  maintenant  que,  à  chaque  valeur  de  n,  corresponde  un 
arc  y;  on  forme  X,  où  v  est  arbitraire,  X  =  e^'  variant  avec  n,  qui 
prend  toutes  les  valeurs  entières.  Supposons  que,  dans  ces  conditions, 

i"/lA"l  1"''"''^'  Ù'^  ait  pour  limite  supérieure  i,  pour  n  =  y-.  Si  un 
y/  1   ^  I     rt  !.v! 

arc  co  est  tel  que,  pourvu  que  n  soit  assez  grand,  aucun  des  arcs  y  ne 
soit  compris  entre  oj  -  x  et  co  +  a,  en  prenant  1  =  çT^,  7/=  e'"-^",  et  6' 

assez  petit,  on  voit  que  la  limite  supérieure  de  y/ |  A,  1     ^t.,;  '  ^"'  ^^^ 

au  plus  égale  à  ' ^  <  7^,'  et  z  =  c-'  n'est  pas  singulier. 

1  —  2')'  COS  - 
2 

Les  seuls  points  de  la  circonférence  de  convergence,  qui  peuvent  être 
singuliers,  sont  ceux  dont  les  arguments  sont  les  limites  de  y.  Tous 
ces  points  limites  sont  singuliers,  si  '(  \n^\  tend  vers  i,  pour  une  suite 
de  valeurs  «.,  n,,  ...,  n„  ...  telles  que  -'^"^^^  "'  reste  plus  petit 
qu'une  quantité  inférieure  à  0.  Dans  tous  les  cas,  un  point  e"'  est 
singulier  si  Ton  peut  trouver  une  suite  de  valeurs  de  n  telles  que  y 
tende  vers  w,  pour  «  =  oc,  ""v|  a„^, ]  ayant  pour  limite  supérieure  i, 
pour  ces  valeurs  infinies  de  n,  lorsque  «£  <  v  <  ()/t. 

17.  Soit  la  série  Ir"c"'^"',  où  o(n.)esl  réel  lorsque  n  est  entier; 
Ci  (3)  étant  une  fonction  analytique  qui  n'a  aucun  point  singulier,  à 
distance  finie,  z  =  ce"'  tel  que  f  >  ?,  |  co  ]  <  a.  Supposons  en  outre 
que  00' (pe"")  tende  vers  zéro  lorsque  p  devient  infini,  pourvu  que 

|co|<a. 
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Pour  chaque  valeur  de  n,  prenons  X  =  e"'''"'.  Alors  |A"|  aura  la 
même  valeur  que  lorsque  a„+^  est  remplacé  par  a'„^,,  =  e"""*"""^"""^"'"""", 
avec  X  =  T .  On  peut  alors  développer  a'„^^  suivant  les  puissances 

de  -,  comme  au  n°  13,  si  -  <  /•  =  sina.  Soit 

Y(n  -f-  v)=  e'i"^""""*'''"""'', 

si  «  +  V  =  pe""",  I  -  I  <  /•,   ^^^^'^f'"'^l  <^  I  ^(„  +  V)  -  ç>(//)  I  qui  tend 

vers  o,  ainsi  que  po'(pe"').  Les  points  singuliers  de  la  série  situés  sur 
la  circonférence  de  convergence  ont  alors  pour  arguments  les  limites 
de  —  ?(«)■ 

Par  exemple,  si  9(«)  =  a(L«)^,  on  a 


P-^' (?'"")=  T^^Tur, 


iw)'- 


qui  tend  vers  zéro  si  0  <<  i .  Comme  9(«)  augmente  indélîninienl 
avec  n,  tous  les  points  de  la  circonférence  sont  singuliers. 

Si  (p(«)  =  asin(LAi)'',  où  o  <  0  <  i,  tous  les  points  compris  entre 
les  arcs  —  a  et  -I-  a  sont  singuliers.  Si  a  ^i:,  les  autres  points  de  la 
circonférence  de  convergence  ne  sont  pas  singuliers. 

On  arrive  au  même  résultat  pour  la  série  Sa„z"e'"'"'  si  les  deux 

.séries  ^  a„r",   ^^ — :"  n'ont  que  le   point  singulier  ^^i   sur  leur 

circonférence  de  convergence;  ou  encore  si  a„  est  une  fonction  analy- 
tique remplissant  les  conditions  indiquées  au  n°  15. 

18.  Dans  la  série /(r)  ==  ^  a„  z",  posons  _  ^  ,  =  x\ 

-0/(--)=-i««(^-^)"(^-o-"-' 
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Représentons  par  Ai"  les  dllTérences  des  coefficients  de  cette  fonction 
de  X,  pour  X  =  i .  On  a 

or 

xa:;"'  =  a:;-+-a:;^„ 

et  Ton  en  déduit 

X.  Ar^ = a:  +  a  a:.. + ^^^  a:^, + . . . + a::., 

et 

a;"  =  (— j)"-""'a"'a;;. 

Appliquons  à  la  fonction  (i  -  |)/(-=),  développée  suivant  les 
puissances  de  x,  les  théorèmes  précédemment  démontrés,  x  =  ce  cor- 
respond à  3  =  X,  a;  =  I  à  r  =  ce.  La  condition  |  ;  |  —  0  |  A  -  3  [  <  A 

est  équivalente  à  | -^  |  — -4j  1 1  — -^^  l< '^-   En   permutant   n  et  v,  on 
obtient  les  résultats  suivants  : 

Si  i/\A"\^"^V'  A",  où  n  est  arbitraire,  a,  pour  v  =  x,  une  liuiilc 

y    I    ^  '     «  !  V  ! 

supérieure  finie  ^i  il  n'y  a  aucun  point  singulier  tel  que 

l3|-0|A--;<A, 

et  il  y  en  a  au  moins  un  tel  que  |-i  —  0|X  —  -|  =  A. 

Si  j  >.  I  =  R,  et  si  0  >  o  pour  A  >  R,  le  point  ;  =  X  est  un  pAle  ;  il 
n'y  a  aucun  autre  point  singulier  sur  la  circonférence  de  convergence, 
et  même  dans  un  cercle  de  rayon  -73^ ,  si  0  <  i .  Si  0  =  1 ,  il  ne  peut 
y  avoir  aucun  point  singulier  autre  que  r  =  oc,  et  le  pôle  =  =  A. 

19.  Si  I  A  I  =  R  =  1 ,  0  <  - .  et  si  la  limite  supérieure,  pour  n  =  yz, 
de  \/ 1  A"  I  iS!L±lïl  0"  est  -^— „.  le  point  :  =  -X  est  singulier. 

yi^i      ni  •!'.  I  —  2'] 

Supposons  V  pair,  soit  v  =  2[J.  et  n -^  u.  =  m.  Dans  A",  le  plus  grand 
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coefficient  est  celui  du  terme  moyen  ,    ,,'■  Prenons  X  =  —  i,  et  niel- 

(  t"-  •  ) 

Ions  ce  coefficient  maximum  en  facteur,  en  posant 

^m  —  ^m  -+■  ^ (am+'l  +  «,«-.) 


(a-^l)(a-+-2)^     "'-  "--'  (2a)! 


A."  = 


(  2  g  )  ! 


Or. 


(«-|-2|a)"+-1'-  (/H-2a)!  I  («  +  2ja)"*-!^ 

//"(,u.)-H-         '-'^       «![i.!|j.l       ^   («  -(-  2|J. -H  r)(2|A  +  l)  rt"  |ji-!^ 

,     .  a  ,  6  u  0 

et,  SI  a  varie  avec  n,  de  laçon  que  -  tende  vers ;  >  ou  —  vers .  > 


i"/ — ; — p-^H-^  a  pour  limite ;  ■ 

y       n.\x.\x'.  '■  I  —  2 1) 


Si,  pour  une   suite  de  valeurs  de  m,    y  I  ?m  I   ^  pour  limite  supé- 


rieure I,  V  I  9,„  i  aura  la  même  limite  supérieure,   et  l /  A" ,    ,     0"' 

aura    pour   limite   supérieure   -,   et  cela   quel   que   soit   n,   car 

A^i  —  2O.  Comme  0  est  arbitraire,  on  voit  que,  dans  zi,„,  [t.  est  un 
nombre  entier  arbitraire,  qui  varie  avec  m,  pourvu  que  —  ne  tende 

pas  vers  o.  Si  alors    y  \^m\   ^  ]Kmv  limite  supérieure  i ,  le  point  ;  =  i 
est  singulier. 

Cette  fonction  ç,„  peut  remplacer  celle  que  j'avais  introduite  dans 
les  deux  Mémoires  déjà  cités,  et  permet  de  retrouver  tous  les  résultats 
auxquels  jai  été  conduit  précédemment. 
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S/n'  les   équfdioits  linéaires  aux  dérivées  partielles; 
Par  m.  J.  LE  ROUX, 

Maître  de  Conférences  à  la  Faculté  des  Sciences  de  Montpellier. 


Introduction. 

La  plupart  des  propriétés  des  équations  linéaires  du  second  ordre, 
à  deux  variables  'indépendantes,  peuvent  s'étendre  sans  difficulté 
aux  équations  d'ordre  supérieur.  Guidé  par  celte  idée  javais  déjà, 
dans  ma  Thèse,  déposée  au  commencement  de  mars  1893  à  la  Faculté 
des  Sciences  de  Paris,  rédigé  quelques-unes  des  démonstrations  de 
manière  à  les  rendre  immédiatement  applicables  aux  équations  d'un 
ordre  quelconque. 

Je  reprends,  dans  ce  travail,  l'étude  générale  des  étjuations  li- 
néaires à  .deux  variables  indépendantes.  Laissant  de  côté  le  problème 
de  l'intégration  sous  forme  finie,  cjui  concerne  seulement  des  cas  très 
intéressants  sans  doute,  mais  tout  à  fait  exceptionnels,  j'ai  cherché  sur- 
tout à  déterminer  les  principales  propriétés  analytiques  des  intégrales. 
Tel  est  le  théorème  sur  la  nature  des  courbes  singulières  accidentelles. 
La  démonstration  que  j'en  avais  donnée  dans  ma  Thèse  exigeait  quel- 
ques restrictions  dans  la  forme  des  singularités.  Je  donne  ici  une  dé- 
monstration nouvelle  pour  lacjuelle  je  me  suis  servi  d'une  idée  ingé- 
nieuse de  M.  Delassus  :  la  notion  du  domaine  d'un  arc  de  courbe 
que  j'ai  étendue  au  cas  des  variables  complexes.  Pour  la  (lélerininali(ui 
des  intégrales  sur  les  caractéristitjues,  j'ai  démontré   un    tliéorènic 

Journ.  de  Math.  (5'  série),  ininc  1\.  —  Kusc.  1\,   iS(,,s.  |'i 
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général  perniollanl  d'étendre  aux  é(jualions  d'ordre  supérieur  au 
second  la  notion  des  intégrales  principales  dans  le  cas  des  caracté- 
ristiques simples  et  même  des  caractéristiques  multiples  lorsque 
certaines  conditions  se  trouvent  réalisées.  On  peut  obtenir  ainsi  une 
représentation  des  intégrales  qui  met  en  évidence  leurs  propriétés 
analytiques  les  plus  importantes. 

Il  existe  des  cas  où  l'équation  admet  des  intégrales  particulières  de 
la  forme  que  j'ai  appelée  la  forme  d'Euler,  s'e\primant  linéairement 
à  l'aide  d'une  fonction  arbitraire  d'une  variable  caractéristique  et  des 
dérivées  de  cette  fonction  en  nombre  déterminé.  La  méthode  des 
intégrales  principales,  en  mettant  ce  fait  en  évidence,  permet  en  outre 
de  reconnaître,  par  un  nombre  limité  d'opérations,  si  ces  intégrales  par- 
ticulières existent,  et  conduit  directement  à  leur  détermination  elfec- 
tive. 

On  obtient  des  indications  intéressantes  sur  la  forme  des  singula- 
rités accidentelles  lorsque  la  solution  est  donnée  complètement  par 
des  intégrales  principales;  on  reconnaît  ainsi,  par  exemple,  que  dans 
le  voisinage  d'une  caractéristique  singulière  accidentelle,  l'intégrale  ne 
peut  pas,  en  général,  être  uniforme. 

Comme  dans  le  cas  des  équations  du  second  ordre  à  caractéristiques 
distinctes,  la  connaissance  d'une  seule  intégrale  particulière  dépendant 
d'un  paramètre  permettra  d'obtenir,  dans  certains  cas,  soit  l'intégrale 
générale  de  l'équation,  soit  une  aulre  intégrale  dépendant  d'une  ou  de 
plusieurs  fonctions  arbitraires. 

Tels  sont  les  principaux  résultats  que  j'ai  établis  dans  ce  travail. 

La  bienveillance  avec  laquelle  on  a  accueilli  mon  Mémoire  sur  les 
équations  du  second  ordre  m'engage  à  publier  encore  cette  étude, 
malgré  les  nombreuses  lacunes  qu'elle  présente. 

PREMIÈRE  PARTIE. 

I.  Soit  D(:;)  =  o  une  é(juali()n  linéaire  aux  dérivées  partielles 
d"ordrc  //,  à  deux  variables  indépendantes,  ./;  et^ 

(0  D(.-)=IA,,^.  i^kln. 
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Désignons  par  A(  3)rcnsomble  des  termes  qui  contiennent  les  dérivées 
partielles  d'ordre  n 

el  par  D,(^c)  rensemblc  des  termes  qui  ne  contiennent  pas  ces  déri- 
vées. 

L'équation 

admet  n  intégrales  distinctes  ou  non 


On  sait  que  les  courbes  9,=  consl.  s'appellent  les  caraclcristiqiirs  de 
l'équation  (i). 

En  Dosant-—  :  -^  =  —  «  on  a,  i)our  déterminer  «,  l'équation 

A„  „""  -  A„- .,.  """'  +  A„_,,,//"-  -}-...-(-(-  I  V'A„,„=  o. 

Soit  iti  la  racine  qui  correspond  à  la  fonclion  0,;  si  //,  est  une  racine 
multiple  d'ordre  p  (les  variables  x  cl  y  étant  supposées  quelconques), 
nous  dirons  que  cp,  est  une  variable  caractéristique  d'ordre  p,  et  les 
courbes  0,  =  const.  seront  des  caractéristiques  d'ordre /». 

2.  D'après  le  théorème  fondamental  de  Caucliy  on  sait  qu'une 
intégrale  analytique  de  l'équation  (i)  se  trouve  déterminée,  dans  un 
certain  domaine,  lorsqu'on  donne,  sur  une  courbe  analytique  quel- 
conque (C),  les  valeurs  de  l'intégrale  et  de  ses  ri  —  \  premières  déri- 
vées extérieures.  Cette  expression  de  dérivée  extérieure  m'a  paru 
commode  pour  exprimer  le  fait  suivant.  Supposons  qu'on  exprime 
les  coordonnées  des  points  du  plan  à  l'aide  de  deux  paramètres  a  et  ^, 


362  J.     LE    ROIX. 

et  que  la  courbe  analytique  (C)  soit  représentée  par  ji  =  [io.  Les  va- 
leurs des  données  initiales  sur  cette  courbe  sont  des  fonctions  de  a.  Or 
il  est  évident  que  la  connaissance  de  z  sur  (C)  entraîne  celle  de  toutes 
ses  dérivées,  prises  par  rapport  à  la  seule  variable  a,  dérivées  relatives 

à   des  déplacements   efTectués  sur  la   courbe;   mais  les  dérivées  -^^ 

^)  •••>  relatives  à  des  déplacements  extérieurs,  restent  entièrement 

inconnues;  ce  sont  ces  dérivées  que  j'appelle  cxlcrieuies. 

Quand  on  connaît  les  valeurs  de  z  et  de  ses  n  —  i  premières  déri- 
vées extérieures,  toutes  les  dérivées,  juscju'à  Tordre  «  —  i  inclusive- 
ment, se  trouvent  déterminées  en  tout  point  de  la  courbe  (C).  L'équa- 
tion considérée,  jointe  aux  conditions  initiales,  permet  de  calculer  les 
autres. 

Posons  Zif,  =  -j-T-pï'  et  considérons  un  déplacement  (//x,  dy)  effec- 
tué sur  (C);  nous  avons 


(4) 
(5) 


dz,^^,_„=  z„_„dx  -+-  z„-,.,dy, 

dz„_2,i  = -+-  '-n  -1,1  '/•'-■  -1-  -«-L>,2f(,yS 

dzn.n-,  = -+-  ::,.„-,dx  -h  z„„dy, 

A„,o^„,o+A„_, ,,;„_,,,  -h-...-)- Ao,„r„,„+D,(j)=o. 


Le  déterminant  des  inconnues  z,,,^,  z„. 


■ ,  -o./i  est 


dx  dv  ()        () 

o  dx  dv        o 

o  o         

A„  0  A„_|j     


dx  dy 

A,,„_.      A„.„ 


d<p        d'i 


C'est  le  résultat  obtenu  en  éliminant  j^  et  ^  entre  les  deux  équa 
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lions 

'-^-  dx  +  -rï-  f/v-  =  o. 
Or  à  y    •' 

Donc  A  s'annule  seulement  aux  points  où  la  courbe  (C)  touclie 
une  caractéristique,  à  moins  que  les  coefficients  \i^(i  -\-  k  =  Ji)  ik; 
s'annulent  simultanément.  Les  points  où  celte  dernière  circonstance 
se  présente  sont  des  points  singuliers  que  Ton  peut  provisoirement 
écarter.  Nous  sommes  donc  conduits,  par  la  simple  discussion  des 
équations  (3),  à  la  considération  des  caractéristiques  dont  le  rôle  est 
si  important  dans  la  théorie  des  équations  linéaires. 

Lorsqu'on  a  A  ^  o  le  système  (3)  est  déterminé.  Il  existe,  pour  les 
dérivées  d'ordre  «,  un  seul  système  de  valeurs  au  point  considéré  de 
la  courbe  (C);  les  dérivées  d'ordre  supérieur  à  n  sont  déterminées 
dans  les  mêmes  conditions;  en  effet,  il  est  facile  de  voir  que  le  détermi- 
nant du  système  d'équations  linéaires  auquel  on  est  conduit  pour  cal- 
culer les  dérivées  d'ordre  n -i- p  est  égal  à  la  puissance  (p -f- i )''"'* 
de  A.  On  peut  d'ailleurs  calculer  toutes  les  dérivées  d'ordre  supérieur 
par  groupes  de  n  -H  i  au  moyen  d'équations  linéaires  dont  le  détermi- 
nant est  toujours  A;  tel  serait,  par  exemple,  le  groupe  des  dérivées 
d'ordre  n  de  z,j 

à"  --ij  ^        à"Zij  ^     ô"  z,j 

O.i"        Oi"-^àv'  '       df" 

Les  valeurs  ainsi  calculées  pour  les  dérivées  des  différents  ordres 
conduisent  à  un  développement  convergent,  d'après  le  théorème  de 
Cauchy.  On  aperçoit  donc  cette  propriété  que,  dans  le  voisinage  de 
tout  point  de  la  courbe  analytique  (C),  l'intégrale  existera  et  sera 
holomorphe,  sauf  aux  points  qui  satisfont  à  l'une  des  conditions  sui- 
vantes : 

1°  La  courbe  (C)  y  est  tangente  à  une  caractéristique; 

2"  Les  coefficients  de  toutes  les  dérivées  d'ordre  supérieur  s'y  an- 
nulent; 
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3"  Les  fonctions  initiales  ou  les  coefficients  de  l'équation  n"y  sont 
pas  holomorphes. 

3.  Lorsque  A  s'annule,  les  équations  (4)  deviennent  incompatibles, 
à  moins  qu'il  n'existe  entre  les  données  initiales  une  certaine  relation. 
Supposons,  par  exemple,  dy  ^  o,  et  prenons  comme  déterminant 
principal  celui  qu'on  obtient  en  supprimant  dans  A  la  première 
colonne  et  la  dernière  ligne;  ce  mineur  est  égal  à  dy".  Le  déterminant 
caractéristique  correspondant  est 


dz„-i,o 

dy 

o 

o 

dZn-2., 

dx 

dy 

o 

^-n-3,2 

o 

dx 

dy 

o 

^-o.«-l 

o 

o 

dx 

dy 

-D,(r) 

A„-,., 

A,,-,,, 

A. 

En  l'égalant  à  zéro,  on  exprime  simplement  que  les  données  doi- 
vent satisfaire  à  l'équation  considérée. 

Dans  le  cas  de  l'incompatibilité,  l'intégrale  n'étant  plus,  en  général, 
développable,  admet  pour  points  singuliers  les  points  où  A  s'annule, 
par  exemple  les  points  de  contact  de  (C)  avec  une  caractéristique. 
Lorsque  la  courbe  (C)  est  elle-même  une  caractéristique,  les  /?  fonc- 
tions initiales  ne  peuvent  plus  être  choisies  arbitrairement,  car  elles 
doivent  satisfaire  à  la  condition  S  =  o;  mais,  dans  ce  cas,  les  équations 
forment  un  système  indéterminé  et  l'intégrale  ne  se  trouve  pas  com- 
plètement définie. 

Nous  étudierons  ce  cas  plus  loin. 

4.  Les  calculs  précédents  peuvent  s'étendre  sans  grandes  modifica- 
tions aux  équations  non  linéaires  à  deux  variables  indépendantes. 
Considérons  une  équation  d'ordre  n 


(6) 


fix,y,z,'y^ 


dz 


d"z 


ÉQUATIO>S    LINÉAIRES    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES. 


365 


Posons 


(7) 


dx^dyi^  —  T'a,?) 


(U 


\  \(iy 


d_ 

0.V 
dv 


ô 
■P-'ôl 


'>-f    -P    . 

ô 

Opi. 


1P' 


■k<n- 


Lorsqu'on  donne  sur  une  courbe  (C)  les  valeurs  de  z  et  de  ses 
,/  —  I  premières  dérivées  extérieures,  toutes  les  dérivées,  jusqu'à 
Tordre /z  — I  inclusivement  se  trouvent  déterminées;  pour  calculer 
les  dérivées  d'ordre  n,  il  faut  joindre  à  l'équation  (6)  le  système  des 
Il  équations  (4).  Si  le  déterminant  fonctionnel  du  système  ainsi  formé 
par  rapport  aux  dérivées  inconnues  n'est  pas  identiquement  nul,  il  y 
aura  au  moins  un  système  de  solutions.  Ce  déterminant  fonctionnel 

est 

dx         dy 

O  dx       dy 

A  = 

O         dx        dy 

P  P  P 

=  P„,„fù-"  -  P,.«-i  dx"-Uly  +  P,,„_„f/x-"--f/7-  +. . . 
+  (-,)«P„,„^^«. 

Il  s'annule  quand  -f-  =  m  est  racine  de  Véqualion  caracléristiqw 

(8)        P„,„'«"  -  P,,,,  w"~'  +  P„. ,"<"-'  +  ■■•+  (-  i)"P«,o  =  o- 

iî.   Cherchons  maintenant  à  calculer  les  dérivées  d'ordre  supérieur 
à  n. 

iNous  avons,  pour  un  déplacement  effectué  sur  la  courbe  (C), 

dp„,a  =  Put^,.«(^''  -+-  /'/Al  (ff^'^ 
dj),,, ,  ,  = +  pn.  1  dx  -t-  /)„_ I ,. dy, 


(A) 


^//^,,„-,  = +P>,adf'-  -+-  Pundy- 
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et 

/  dp„_,_t  =  p,,,,  dx  -\-  p„-,.,(f)', 


(A') 


dp„_„  = -^  p,„dx  +  />„.„+,  dy. 


I: 


Le  système  (A)  conLienl  toutes  les  dérivées  de  ^  et  le  système  (A') 

contient  les  dérivées  de  -^  • 
dy 

D'autre  part,  la  différentiation  de  l'équation  (G)  donne 

(B-)  (|)  + 2 ''"-"/>-»-="• 

Les  deux  systèmes  [(A),  (B)]  et  [(A'),  (B')J  sonL  linéaires  par 
rapport  aux  dérivées  d'ordre  «  +  i  et  admettent  tous  les  deux  pour 
déterminant  le  déterminant  fonctionnel  A.  Si  le  système  de  valeurs 
calculées  pour  les  dérivées  d'ordre  n  n'annule  pas  le  déterminant  fonc- 
tionnel, les  dérivées  d'ordre  n  ■+-  i  seront  donc  entièrement  détermi- 
nées, et  il  en  sera  de  même  des  dérivées  d'ordre  supérieur  qui  se  cal- 
culeront de  la  même  manière,  par  groupes  de  «  -h  i,  ainsi  qu'il  a  été 
déjà  indiqué  pour  les  équations  linéaires;  le  déterminant  de  chaciui 
des  systèmes  considérés  sera  toujours  A.  On  se  trouve  dans  le  cas 
général  où  le  théorème  de  Cauchy  est  applicahle. 

Lorsque  le  déterminant  A  est  constamment  nul  sur  la  courl)e  ((^) 
avec  les  valeurs  données  des  fonctions  initiales,  cette  courbe  (C)  est 
une  caracléristique.  L'indétermination  qui  se  présente  alors  dans  le 
calcul  des  dérivées  d'ordre  supérieur  peut  s'étendre  même  aux  déri- 
vées d'ordre  n.  Cependant,  le  cas  le  plus  ordinaii-e  est  celui  on 
l'indétermination  commence  aux  dérivées  d'ordre  //  +  i .  l'our  que  les 
systèmes  [(A),  (B)]  et  |(A'),  (B';l  soient  compatibles,  il  faut,  dans 
le  cas  où  l'on  a  A  =  o,  tjue  tous  les  déterminants  d'ordre  n  -+-  i  de  la 
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matrice  suivante  soient  nuls 


(9) 


dx  dy  o      o 

o  dx  dv 

o  o  

P„  P 


O  dp„t,         dpn^,. 


dx        dy      dpy„_^  dp^^n 


On  a  ainsi  deux  relations  entre  les  différentielles  dp,„_-.  On  peut 
donner  à  cette  condition  une  forme  qui  la  rapproche  du  système  des 
équations  différentielles  des  caractéristiques  des  équations  du  premier 
ordre.  Il  existe  une  même  relation  linéaire  entre  les  éléments  des  dif- 
férentes colonnes  de  la  matrice  (9);  on  peut  donc  écrire,  en  introdui- 
sant des  indéterminées  À,,  Aj,  . . .,  À„_,, 


dj:    dy  -h  l,d.r  ''-idy  -i-  '/.,dx 

K7o~  p,,-,,,  ~    p„_,.; 


>.„-irt[v 


(10) 


^dx^ 
^dy) 


On  pourrait  joindre  au  système  (10)  les  équations  qui  se  déduiraient 
des  identités 

dpu.^  =  Po.+>.'ylc  -H  /?,,.p^,  dy. 


('0 


Les  quantités  X,,  A,,  ...,  A„_,  sont  susceptibles  d'une  expression 
simple  :  ■~=m  est  une  racine  de  l'équation  caractéristique  (8),  et 
l'on  déduit  du  système  (10) 


■'■.  =  fe 


P„-, , 
A,  =  -—^  —  mA,, 


Jouin.  de  Math,  (ô'  série),  tome  IV.  —  (•'asc.  IV,   1898. 
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On  voit  donc  que  A,  est  la  somme  des  racines  de  Féquation  (8) 
autres  que  m,  Xo  la  somme  de  leurs  produits  deux  à.  deux,  etc.,  de 
sorte  que  le  polynôme 

est  le  quotient  par  /  —  m  du  polynôme  caractéristique 

p„  „/«  _  p„_,  ,  /"-  <  +  p„_^  .^r^=-. . .  +  (-  i)«P„.„. 

Dans  le  cas  des  équations  du  second  ordre,  les  équations  de  la 
forme  (lo)  sont  applicables;  il  s'y  introduit  un  seul  paramètre  A  qui 
est  égal  à  la  seconde  racine  de  l'équation  caractéristique,  la  première 

étant  égale  à  -^• 

Pour  les  équations  du  premier  ordre,  les  équations  (lo)  sont  déj^a- 
gées  de  tout  paramètre  X  et  Ton  retrouve  la  forme  bien  connue  des 
équations  différentielles  des  caractéristiques. 

Le  système  (lo)  contient  en  général  moins  d'équations  que  d'in- 
connues, même  en  y  adjoignant  les  identités  (ii).  Cependant  elles 
pourront  dans  certains  cas  admettre  des  combinaisons  intégrables. 

a.  Intégration  par  approximations  successives.  —  Revenons 
maintenant  aux  équations  linéaires.  L'élégante  et  féconde  méthode 
d'approximations  successives,  que  M.  Picard  a  développée  dans  de 
nombreux  Mémoires,  nous  fournira  des  indications  précieuses  sur  le 
domaine  d'existence  des  intégrales.  Le  principe  de  cette  méthode  a  été 
indiqué  par  Cauchy,  en  i84o,  dans  une  Note  des  Comptes  rendus  ('). 
Il  consiste  en  ceci  : 

Soit  D(;)  =  o  une  équation  linéaire  que  l'on  décompose  ainsi 

(A)  l(:)  =  X(z), 

<li'  telle  façon  ipie  l'on  siiciic  iiili''grer  ré(pialion  A(;)=  o.  On  pourra 


(')  C^ucHV,  Œuvres,  i"  série,  l.  V  {Comptes  rendus,  5  jaiWel  i84o). 
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."gaiement   intégrer    dans    cette    hypothèse    Téquation    avec  second 

membre 

A(.-)  =  /(.r,j), 

(juelle  que  soit  la  fonction /(x,  y)  ('). 

Cela  posé,  cherchons  à  déterminer  une  intégrale  de  l'équation  (A) 
satisfaisant  à  des  conditions  initiales  données.  Nous  commençons  par 
intégrer  avec  ces  fonctions  initiales  l'équation 

A(u„)  =  o. 

Puis  nous  considérons  successivement  les  équations 

A(//,)  =  A,(W(,), 
A(;/,)  =  A,(«,), 

A(«„;)  =  A, (»„_,), 


([ue  nous  intégrons  avec  des  valeurs  initiales  égales  à  zéro.  Si  la  série' 


est  convergente,  elle  représente  une  intégrale  de  l'équation  considé- 
rée, admettant  les  valeurs  initiales  données. 

Pour  les  équations  linéaires  à  deux  variables  indépendantes,  M.  Do- 
lassus  indique  la  décomposition  suivante  (-).  Supposons  A„,o  =  i  ot 
désignons  par  a,,  a2,  •■  -,  a„  les  racines  distinctes  ou  non  de  l'équation 
caractéristiipie;  on  pourra  prendre 

dans  ce  cas  l'expression  de 

-à,(z)=D(z)-A{z) 


(')  Cauchy,  loc.  cit. 

{■)   Annales  de  l'École  iS'ormale,  1893.  Supplément. 
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Cil   contiendra  plus  de  dérivées  d'ordre  n.  L'équation  A(r)=o  est 

é(juivalente  au  système 

0:  ôz        ,. 


1-^  —  «I  T"^  =o, 
c>a-  '  ày 


(jui  ne  contient  que  des  équations  du  premier  ordre.  La  résolution  de 
ce  système  se  ramène  donc  à  celle  d'une  série  d'écjuations  de  la  forme 

/-^x  du  dit        j 

7.  Avant  d'aller  plus  loin,  précisons  les  termes  que  nous  avons  à 
employer.  Une  courbe  analytique  est  formée  par  l'ensemble  des 
points  dont  l'une  des  coordonnées  est  une  fonction  analytique  de 
l'autre  (ou  les  deux  coordonnées  fonctions  analytiques  d  un  même 
paramètre).  La  variable  indépendante  devant  prendre  des  valeurs 
réelles  ou  imaginaires,  nous  prendrons  pour  image  de  la  courbe  une 
surface  de  Riemann,  algébrique  ou  transcendante.  J'appelle  ligne  ou 
chemin  tracé  sur  celle  courbe  un  système  continu  de  points  dont 
l'image  est  à  une  seule  dimension.  Une  pardon  de  courbe  aura  pour 
image  une  portion  do  la  surface  de  Riemann  limitée  par  un  contour; 
nous  n'excluons  pas,  d'ailleurs,  le  cas  où  ce  contour  pourrait  avoir  des 
|)oints  à  l'infini. 

8.  Occupons-nous  maintenant  de  l'équation  (C').  Le  problème  de 
l'intégration  peut  être  défini  ainsi  : 

Déterminer  la  valeur  que  doit  prendre  en  un  point  arbitraire 
M(a;o,  ^o)  du  plan  analytique  l'intégrale  de  l'équation  (C)  qui  prend 
des  valeurs  données  sur  une  courbe  analytique  (i).  Or  la  caracté- 
ristique qui  passe  au  point  M  est  une  courbe  analytique  qui  rencontre 
(1)  en  un  point  P  et  l'on  a 


//,,  =  M,,  -t- 
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riiUégrale  étant  prise  suivant  un  chemin  quelconque  tracé  sur  la  ca- 
ractéristique considérée  et  allant  de  P  en  M.  La  fonction  ;/„,  ainsi  dé- 
finie, est,  en  général,  multiforme,  car  le  point  d'intersection  I*  nesl 
pas  nécessairement  unique,  et,  de  plus,  le  choix  du  chemin  d'intégra- 
tion PM  peut  n'être  pas  indifTérent  pour  la  valeur  du  second  terme. 

Cela  posé,  considérons  le  système  (B)  et  supposons  qu'on  connaisse 
les  valeurs  de  z  et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées  extérieures  sur  la 
droite  x  =  .r„.  On  déduit  de  ces  valeurs  initiales  celles  des  fonctions  6, 
ce  qui  permet  de  résoudre  le  système. 

î).  Ayant  calculé,  comme  nous  l'avons  inditpié,  le  premier  lernie  «^ 
de  la  suite,  il  reste  à  étudier  le  système 

A(/^)  =  i, (;/,_,), 

chaque  nouveau  terme  u,,  étant  maintenant  calculé  avec  des  valeurs 
initiales  égales  à  zéro.  Nous  supposerons  dans  ce  qui  suit  que  les  fonc- 
tions initiales  aient  été  données  en  fonction  àa y  pour  x  =  Xf,,  de  sorte 
que  la  courhe  analytique  (2))  se  réduit  a  la  droite  x  =  x^. 

Soient  C,,  C^,  . . .,  C„  les  systèmes  de  caractéristiques  délinis  par  les 
équations 

-, l-0|=o,         -^    -h  (7.,  =  o,         ...,         -r--l-f/„=o. 

dx  '  ^  d.i-  -  ■  '  dx 

Uepréscnlons  par 

l'intégrale  de  la  fonction  f{x,y)  prise  suivant  un  chemin  tracé  sur' 
une  caractéristique  C,  et  allant  d'un  point  d'ahscisse  x^,  à  un  poitil 
d'abscisse  x,  le  chemin  d'intégration  ne  passant  par  aucun  jinint  où  la 
tangente  soit  parallèle  à  Oy{x  =  const.). 
Nous  aurons 

(12)  !f,=   f       dx    f'  dx...f'      r/x    f'      1,{U,     ,)dx. 
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Pour  étudier  les  propriétés  des  fonctions  Uj,  nous  allons  faire  quelques 
iiypothèses  sur  le  domaine  dans  lequel  varient  x  et  y.  Nous  suppose- 
rons donc  les  conditions  suivantes  vérifiées  :  i°  dans  ce  domaine  E  les 
coefficients  de  l'équation  sont  holomorphes  et  les  coefficients  des  déri- 
vées d'ordre  n  ne  s'y  annulent  pas  simultanément;  2°  les  fonctions  j' 
de  X  définies  par  les  équations  des  caractéristiques  sont  holomorphes 
dans  tout  le  domaine,  de  sorte  que  la  fonction  y  qui  se  réduit  à  y„ 
pour  .r  =  Xo  n'admet  qu'une  seule  valeur  pour  toute  valeur  de  .r; 
3°  chaque  caractéristique  qui  passe  en  un  point  M  do  ce  domaine  ren- 
contrant la  droite  x  =  x^  en  un  point  déterminé  P,  il  est  possihlc  de 
joindre  PM  par  un  chemin  tracé  sur  la  caractéristique  et  situé  tout 
entier  dans  le  domaine  considéré.  Ce  qui  précède  exclut  du  domaine 
tous  les  points  de  contact  des  caractéristiques  avec  des  tangenlcs  pa- 
rallèles à  Oy.  Nous  allons  restreindre  encore  l'étendue  de  ce  domaine. 

Supposons  que,  pour  x  =  x^,  les  fonctions  initiales  soient  holo- 
morphes à  l'hitérieur  d'un  contour  (A)  du  plan  (y).  L'ensemhle  des 
caractéristiques  de  chaque  système  se  partage  en  deux  catégories  : 
celles  qui  rencontrent  la  droite  analytique  x  ^  Xg  en  un  point  dont 
l'ordonnée  est  figurée  à  l'intérieur  de  l'aire  (A)  et  celles  qui  ne  satis- 
font pas  à  cette  condition.  Les  caractéristiques  de  tout  point  M(a7,,j',) 
do  E  devront  satisfaire  à  la  première  catégorie;  de  plus,  à  tout  che- 
min décrit  par  la  variable  x  dans  son  plan  et  allant  de  .r,  en  x^  corres- 
pond un  chemin  tracé  sur  chaque  caractéristique  du  point  M;  les 
iioints  de  ces  divers  chemins  devront  encore  satisfaire  à  la  condition 
(jue  nous  venons  d'indiquer  })Our  le  point  M. 

Soit  ï*,(X(,,  jKo)  1'-  point  d'intersection  de  la  caractéristique  (C,)  du 
point  INI  avec  la  droite  x  —  x^.  L'ordonnée  jo  du  point  P  est  une  fonc- 
tion holomorphe  des  coordonnées  M  et  de  mèmejKi  est  une  fonction 
liolomorphe  de  x,,  x^  et  y  g.  Donc  les  caractérislicjues  (C,)  de  la  pre- 
mière catégorie  rencontreront  la  droite  x  =  x,  en  des  points  dont  les 
ordonnées  seront  figurées  sur  le  plan  y  dans  une  aire  (A,)  se  dédui- 
sant de  (A)  par  une  déformation  continue.  Les  caractéristiques  dos 
systèmes  (C.,),  (C3),  ...  déterminent  de  mémo  dos  aires  (Ao),  (A.,),  .... 
Les  aires  (A,),  (A,),  (A3),  . . .  «jui  correspondent  à  une  même  abscisse 
ont  une  portion  commune  (1)  dont  le  contour  se  déduit  lui-même  dv 
celui  do  (A)  par  une  déformation  continue.  On  peut  se  faire  une  idée 
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du  domaine  (E)  précédemment  défini  en  considérant  l'ensemble  (E') 
des  points  obtenus  en  associant  à  chaque  valeur  de  x  le  système  des 
valeurs  à^y  représentées  à  l'intérieur  de  l'aire  2  correspondante.  Tou- 
tefois cet  ensemble  E'  peut  être  plus  étendu  que  E  :  nous  supprimons, 
bien  entendu,  du  domaine  ainsi  défini  toute  la  partie  qui  ne  salisl'erait 
pas  aux  premières  conditions. 

10.  Les  fonctions  ?/,  sont  définies  à  rinlérieur  du  domaine  E.  Il  est 
facile  de  démontrer  qu'elles  y  sont,  en  général,  holomorphes. 

Désignons  par  o,,  Ço?  •••5  ?«  des  fonctions  holomorphes  qui  restent 
conslantessur  les  caractéristiques  des  systèmes  respectifs C| ,  C^,  ...,  C„. 
On  peut  prendre,  par  exemple,  pour  la  fonction  o,  rordonnéey,^,,  du 
point  où  la  caractéristique  C,-  rencontre  la  droite  Xo.  Chaque  caracté- 
ristique (C,)  est  représentée  par  l'équation  o,(\x-,  v)  =  const. 

Considérons  d'abord  l'intéffrale 


:  /       \f{x,y)cU, 


OÙ  A  désigne  une  fonction  holomorphe  connue  qX.  f(x^y)  une  fonction 
arbitraire  supposée  holomorphe.  Pour  calculer  cette  intégrale,  il  faul 
remplacer  j-  par  sa  valeur  en  fonction  uniforme  de  x  et  de  o,  et  inté- 
grer ensuite,  en  regardant  ç,  comme  une  constante;  le  chemin  d'inté- 
gration relatif  à  x  peut  être,  d'ailleurs,  une  ligne  quelconque,  pourvu 
que  le  chemin  correspondant  tracé  sur  la  caractéristique  C„  soit  inté- 
rieur au  domaine  (E).  La  déformation  de  ce  chemin  n'altère  pas  la 
valeur  de  rintêgrale. 


dy         Oy 


ax. 


Tant  (pic  o,  est  holomorphe  et  ~  dilTérenl  de  zéro,  coiidilions  cpii 
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sonl  vérifiées  à  rinlérieur  du  domaine  E,  les  dérivées  y-  cl  -r-  existent 


donc  et  la  fonction  u  est  elle-même  lioloniorphe. 

Les  fonctions  o,-  cessent  en  général  d'être  holomorphcs  aux  points 
où  deux  racines  ordinairement  distinctes  de  l'équation  caractéristique 
deviennent  égales  entre  elles.  Le  lieu  de  ces  points  est  une  courbe  que 
nous  pouvons  appeler  la  courbe  discriminante  de  l'équation.  ?Sous 
devons  la  supposer  tout  entière  extérieure  au  domaine  (E). 

Ces  résultats  s'appliquent  immédiatement  aux  expressions  qui  con- 
liennent  plusieurs  signes  d'intégration,  soit 

i  =  /      Aidx  I      A.2dx  . . .  I      A„f(x-,y)d.r:. 

Les  dérivées  de  cette  fonction  sont  des  sommes  de  termes  de  la 
même  forme  dans  lesquels  le  dernier  signe  d'intégration  à  droite 
porte  sur  une  expression  linéaire  de  la  fonction  arbitraire  /  et  de  ses 
dérivées  par  rapport  à  y.  Les  termes  qui  figurent  dans  l'expression 
d'une  dérivée  quelconque  d'ordre  p(p<^n)  contiennent  au  moins 
n  —  p  signes  d'intégration. 

1 1 .  .\ous  allons  maintenant  étudier  la  convergence  de  la  série 

'/o-+-  "i  -f- . . . -4-  ;/„ -h  — 

Considérons  l'expression  de  ç\  Soit  S  la  longueur  du  chemin  d'in- 
tégration décrit  par  la  variable  x  dans  son  plan  pour  aller  de  .<„  en  ./•. 
Nous  supposerons  que  ce  chemin  soit  le  même  pour  toutes  les  quadra- 
tures efiectuées.  On  pourra  d'ailleurs  supposer  en  général  qu'il  se 
réduit  à  la  droite  x^x,  ce  qui  donne 


Désignons  par  a,,  a..,,  ...,  a„,M  les  modules  maxima  de  A,,  A., 
.,  \„,/(x,y)  dans  le  domaine  considéré;  nous  aurons 

|p|<a,a,.  .. .  a„MS". 
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12.  On  a  donc  une  limilc  du  module  de  v.  Pour  avoir  de  même 
une  limite  supérieure  du  module  de  chacune  des  dérivées,  nous  devons 
faire  d'abord  quelques  remarques  sur  le  calcul  de  v.  Supposons  que 
dans  toutes  les  intégrations  efTectuées  la  variable  x  décrive  le  chemin 
rectiligne  x^x.  La  caractéristique  (C,  )  rencontre  la  droite  x  =:  x„  en 
un  point  d'ordonnée  y„,  et  lorsque  la  variable  x  décrit  le  chemin  rec- 
tiligne XoX,  le  point  analytique  (x,  y)  décrit  sur  (C,)  un  chemin 
déterminé  L,;  c'est  ce  chemin  que  parcourt  le  point  (x,  y)  dans  le 
calcul  de  la  dernière  intégrale  (la  première  à  gauche);  mais  cela  sup- 
pose qu'on  connaît  le  résultat  des  n  —  t  premières  intégrations  en 
tout  point  de  L.  Or,  pour  avoir  la  (n  —  j^»^"ie  intégrale  en  un  point 
(?,  Y]),  on  doit  faire  parcourir  au  point  (x,y)  un  chemin  La  tracé  sur 
la  caractéristique  (Cj)  du  point  (H, rj);  on  aura  donc  à  considérer 
l'ensemble  des  chemins  L,,  qui  passent  par  les  différents  points  de  L, 
et  ainsi  de  suite.  J'appelle  E^^,  l'ensemble  des  points  engendré  par  les 
divers  chemins  d'intégration  qu'on  aura  dû  considérer  pour  le  calcul 
de  la  valeur  de  c  au  point  xy.  Ceux  des  points  de  cet  ensemble  dont 
l'abscisse  est  égale  à  un  nombre  donné  ^  forment  un  ensemble  partiel 
compris  dans  le  domaine  E  et  dont  les  ordonnées  sont  par  conséquent 
figurées  à  l'intérieur  du  contour  C?  qui  limite  dans  le  plan  j^  les  ordon- 
nées des  points  de  E  dont  l'abscisse  est  égal  k  \.  Soit  Ot  la  distance 
minima  des  ordonnées  de  cet  ensemble  au  contour  Q.  Lorsque  E 
varie  àex^  kx,  suivant  le  chemin  rectiligne  Xf,x,  §ç  passe  par  un  mini- 
mum 8  que  j'appellerai  la  distance  de  l'ensemble  E^.,.  à  la  frontière  du 
domaine  El.  Cela  posé,  si  l'on  donne  un  nombre  positif  p  assez  petit,  il 
existera  des  points  (x,y)  tels  que  pour  chacun  d'eux  la  distance  de  l'en- 
semble Ej.^  à  la  frontière  du  domaine  E  sera  supérieure  à  p.  Je  désigne 
leur  ensemble  par  Ep.  Soit  (r,  >-,)  l'un  d'entre  eux;  on  pourra  dé- 
terminer un  nombre  i  tel  que  tous  les  points  (ic,  /)  satisfaisant  aux 
inégalités 

appartiendront  encore  à  l'ensemble  Ep.  Tous  les  points  d'abscisse  .r^, 
dont  l'ordonnée  est  figurée  à  une  distance  supérieure  à  p  du  contour 
de  l'aire  A,  appartiennent  à  cet  ensemble. 

Journ.  de  Math,  (j'  sùi-ic).  tome  IV.  —  Fuse.  IV,  1898.  4^ 
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A  une  suite  de  valeurs  décroissantes  attribuées  au  nombre 


correspondent  des  domaines 

E,„     IV     •••^     IV     •■•' 
dont  chacun  englobe  le  précédent. 

15.  La  fonction  /{•i',y)  étant  holomorphe  à  l'intérieur  du  do- 
maine E  et  ayant  pour  maximum  M,  considérons  un  point  (ic,,_y,)  du 
domaine  tel  que  l'affixe  dey,  soit  située  à  une  distance  égale  ou  supé- 
rieure à  p  du  contour  de  l'aire  correspondante  Z;  nous  avons 

\à'Aa^uJ,)\  ^  A-!M 

Le  calcul  du  n"  11,  relatif  au  module  maximum  de  r,  |)ourra 
donc  se  répéter  pour  les  dérivées  jusqu'à  l'ordre  n  —  i  inclusivement 
et  même  pour  les  combinaisons  linéaires  de  ces  dérivées,  à  l'intérieur 
du  domaine  Ep.  Toute  fonction  linéaire  de  v  et  de  ses  dérivées  jusqu'à 
l'ordre  n  —  i  inclusivement,  admettra  pour  la  limite  supérieure  de 
son  module  une  expression  de  la  forme 


G»  (S,-)  étant  un  polynôme  en  S  et -(ou  même  en  S  et-|  à  coofli- 
cients  positifs,  indépendants  de  la  fonction  f(-i\y)  considéré(\ 

14.   Nous  pouvons  maintenant  reprendre  léludc  de  la  convergence 
de  la  série 


Désignons  par  .1|V„  la   limile  supérieure  du  module  de  //„  dans  le 
galité 

«„+,  =  /  /  •••    /        l[ii„)(l.r 


domaine  Ep.  L'égalité 
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donne,  pour  la  limilo  supérieure  du  module  de  //„+,, 
et,  par  suite. 

Quel  que  soit  c,  on  peut  prendre  S  assez  petit  pour  que  l'on  ait 


Dans  ces  conditions,  la  série  sera  convergente. 

Si  Ion  remplace  p  par  un  nombre  plus  petit  s,,  il  faudra  également 
remplacer  S  par  un  nombre  plus  petit  S,,  mais  il  ne  sera  évidemment 
nécessaire  de  diminuer  la  longueur  du  chemin  d'intégration  que  pour 
les  points  de  l'ensemble  E^^  ,  qui  ne  sont  pas  compris  dans  l'en- 
semble Ep.  Cette  remarque  faite,  nous  pouvons  faire  tendre  a  vers 
zéro. 

Soit  Rie  domaine  défini  par  les  propriétés  précédentes,  tout  points/ 
de  ce  domaine  satisfait  à  la  condition  suivante  :  l'ensemble  E^y  étant 
intérieur  au  domaine  E,  si  l'on  désigne  par  p  sa  distance  à  la  frontière 
de  ce  domaine  et  par  S  la  distance  xx„,  on  a 

?(s,^)s<.. 

Soit  (.i-,,y,)  un  point  du  domaine  (R),  on  pourra  déterminer  un 
nombre  t  tel  que  tous  les  points  satisfaisant  aux  conditions 

|.r-.r.|<E,  |_y__>V<^ 

appartiendront  encore  à  ce  domaine.  Tout  point  du  cliemin  L,  que 
décrit  le  point  (jr,j')  sur  la  caractéristique  C,  quand  x  décrit  le  chemin 
rectiligne  xx\  fait  partie  du  domaine  R.  Ce  domaine  englobe  entière- 
ment la  portion  A  de  la  droite  analytique  a;  =  j^;  il  est,  de  plus, 
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indépendant  des  fonctions  initiales.   Nous  avons  donc  ce  théorème, 
extension  de  celui  de  M.  Delassus. 

Théorème.  —  yl  foute  pofiion  (A)  de  la  droite  analytique 
X  =  Xo,  n'admettant  aucune  tangente  caractéristique  et  située  tout 
entière  dans  une  région  où  les  coefficients  de  l'équation  sont  liolo- 
morplies,  on  peut  faille  correspondre  une  région  (R)  telle  que  toute 
intégrale  définie  par  des  fonctions  initiales  holomorphes  sur  (A) 
soit  aussi  holomorphc  dans  le  domaine  entier  R. 

On  pourrait  évidemment  remplacer  la  droite  analytique x-  =  x„  par 
une  courbe  analytique  quelconque;  l'aire  (A)  correspond  alors  à  une 
portion  de  cette  courbe  qui  ne  devra  contenir  ni  points  singuliers,  ni 
points  à  tangentes  caractéristiques.  Nous  donnerons  au  domaine  R 
correspondant  lo  nom  de  domaine  régulier  de  la  portion  de  courbe 
considérée. 

DEUXIÈME  PARTIE. 

DÊTEinn.NATION     «ES     INTÉGKALES    PAU    DES    FONCTIONS    INITIALES 
suit    LES    CAUACTÉRISTIQIES.   —    L\TÉ(;itALES    rUINCU'ALES. 

\ô.  La  détermination  des  intégrales  par  leurs  fonctions  initiales  sur 
une  courbe  non  caractéristique  nous  a  donné  des  indications  sur  le 
domaine  d'existence  de  ces  fonctions.  Nous  allons  maintenant  étudier 
les  intégrales  sur  les  caractéristiques,  ce  qui  nous  fera  connaître  d'une 
façon  plus  précise  leur  forme  analytique  et  leur  manière  d'être. 

Supposons  que  x  soit  une  variable  caractéristique  d'ordre  p  et  cher- 
chons à  déterminer  l'intégrale  en  nous  donnant  sur  la  droite  x  =  x^ 
ses  valeurs  et  celles  d'un  certain  nombre  de  ses  dérivées.  La  méthode 
d'approximations  successives  de  Cauchy  et  de  M.  Picard  s"ii|)pHque 
encore  à  ce  problème  et  nous  conduit  au  théorème  suivant  : 

TnÉOKÈME.  —  On  peut  déterminer  une  intégrale  z  d'une  équation 
linéaire  en  donnant  :  i"  sur  une  caractéristique  multiple  d'ordre  p 
les  valeurs  de  z  et  de  ses  n  —  p  —  \  premières  dérivées  extérieures; 
0."  sur  une  seconde  courbe  coupant  la  caractéristique  en  un  point 
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non  singulier  les  valeurs  de  z  et  de  ses  p  —  i  premières  dérivées 
exlé/'ieures. 

LV'cjualion  pourra  s'écrire 

^     1)  \/  0  _     0  \        {  ô  à  \d"z 


A|(  r)  ne  conlcnanl  plus  que  des  dérivées  d'ordre  inférieur  à  n.  Nous 
désignerons  encore  par  A(;)  le  premier  membre  de  l'équalion  précé- 
dente. Considérons  d'abord  Téquation 

(!)  A(r)=o. 

T->  àr-z  .      ,  1,, 

rosons  y-^  =  u,  et  intégrons  1  équation 

La  connaissance  de  :;  et  de  ses  n  —  p  —  i  premières  dérivées  exté- 
rieures 

ôx'      ôx'-'      '"'      t)a"-''"'' 

pour  x^Xg  en  fonction  de^,  détermine  aussi  u  et  ses  n  —  i  premières 
dérivées  par  rapport  à  x.  On  peut  donc  calculer  u,  et  la  solution  de 
l'équation  (i  )  est  alors  représentée  par  l'expression 


o„{x),  '■f,(x),  ...,  zip_,(x)  désignant  les  valeurs  de  ;  et  de  ses  n—  i  pre- 
mières dérivées  par  rapport  à  y  pour  y  =  y^ .  Ces  p  nouvelles  fonc- 
tions sont  également  arbitraires. 
Intégrons  maintenant  l'équation 

(3)  S(3)=/(x,y), 
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/'(  .r,  >')  désignant  une  fonclion  holomorphe  quelconque,  de  telle  façon 

que  Ton  ait 

â:  ,l"-p-'z 


ôr  Ou;!' 

pour  x  =  ./■„,  et 

_  _àz  _         _  t>/'-'  j  _ 

-'  ~  (7)-        ■  ■  ~  j  1''-'  ~    ' 


=  o, 


pour7  =  ro. 
Nous  avons 

:■  =   I     dy  f     dy  . . .   j     dy  j  dx  f  dx  . . .   f     f(x,y)dx. 

Celte  expression  contient  p  signes  d'intégrations  relatifs  à  la  variable  j-, 
les  intégrations  correspondantes  devant  être  faites  en  supposant 
X  :=  const.  Les  ii  —  p  intégrations  relatives  à  x  sont  de  la  même  nature 
que  celles  que  nous  avons  déjà  considérées  dans  la  première  Partie,  et 
sont  effectuées  suivant  les  caractéristiques  (C,),  (Co),  . . .,  (C„_,,V 

16.  Ces  préliminaires  établis,  nous  pouvons  nuiintenant  applicpiei- 
la  méthode  d'approximations  successives,  comme  dans  le  premier  cas. 

Soit  Uf,  l'intégrale  particulière  de  l'équation  (i)  déterminée  par  les 
conditions  suivantes;  on  donne  : 

I"  Les  valeurs  de  r,  V-  '  •  ■  ■'  -^^ 1  en  fonction  de  x  pour  x  =  ./•„  ; 

ÔX  C/^i       '     '  ^ 

2°  Celles  de  r,  -^>  •  •  •>  y- ^i  en  fonction  de  x  pour  y  =^  y^. 

Désignons  ensuite  par  «,,  it.,,  .  .  .,  //„,  les  intégrales  des  équations 
successives 

qui  correspondent  à  des  valeurs  nulles  des  fonctions  initiales.  La  série 

//„  -H  // ,  -f-  «2  +  . . .  +  i(,„  +  .  . . 

admet  un  domaine  de  convergence  dans  le  voisinage  du  point  .t'c.)  o- 
En  effet,  les  remarques  que   nous  avons  faites,  relativement  aux 
expressions  de  la  forme  f,  sont  encore  applicables  lorsque  les  intégra- 
tions sont  effectuées  en  prenant  comme  variables  d'intégration  succès- 
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sivcment  x  et  y.  Les  dérivées  de  ces  expressions  sont  des  sommes  de 
termes  de  la  même  forme  dans  lesquels  le  dernier  signe  d'intégration 
à  droite  porte  sur  une  combinaison  linéaire  de  la  fonction  arbitraire 
/(a;,  jk)  et  de  ses  dérivées  par  rapport  à  a;  et  à  y.  Chacun  des  termes 
qui  figure  dans  l'expression  d'une  dérivée  d'ordre  p  contient  au  moins 
Il  —  p  signes  d'intégration. 

Supposons  donc  que,  dans  un  domaine  E  ne  contenant  aucun  point 
singulier  des  coefficients  de  l'équation,  ni  aucun  point  de  la  courbe 
discriminante,  les  fonctions  initiales  soient  développables  suivant  les 
puissantes  croissantes  de  x  —  x^^  et  j^'  — ^oi  a'vcc  des  rayons  de  conver- 
gence égaux  ou  supérieurs  à  un  nombre  p.  Chacune  des  fonctions  u. 
déduite  de  ;/„,  sera  développable  dans  ces  conditions  autour  du  point 
■t'o^o  et  admettra  le  même  rayon  de  convergence,  pourvu  qu'il  n"v  ait 
dans  le  domaine  considéré,  sur  les  caractéristiques  C,,  aucun  point  oi'i 
la  tangente,  soit  parallèle  à  Oy.  Cette  dernière  condition  est,  d'ail- 
leurs, comprise  dans  l'hypothèse  déjà  faite,  que  la  courbe  discrimi- 
nante est  extérieure  au  domaine. 

Soient  M  une  limite  supérieure  du  module /(./;,  j--)  dans  E,  S  une 
limite  supérieure  de  la  longueur  de  chacun  des  chemins  d'intégration; 
le  module  de  la  fonction 

I  i^'"'^^X  "^''^•'-■/  A,././-...    /"     A„_,,/(.r,v)./.r 

a  pour  limite  supérieure  une  expression  de  la  forme 

PMS", 

V  étant  indépcndanl  Av  la  fonction  arbilraire/(.r,^-). 

Nous  trouverons  également  pour  limite  supérieure  du  module  de 
toute  dérivée  de  a',  d'ordre  égal  ou  inférieur  à  n  —  \.  ou  de  toute 
combinaison  linéaire  de  (T'  et  de  ces  dérivées  une  expression  de  la 
forme 

o(s,l)s\E 
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Nous  pouvons,  par  conséquent,  répéter  le  raisonnement  du  n°  14  sur 
la  convergence  de  la  série.  Donc  les  conditions  énoncées  définissenl 
une  intégrale  bien  déterminée  dans  le  voisinage  du  point  a;„  y,,. 

17.  Lorsque  x  est  une  variable  caractéristique  d'ordre/?,  les  déri- 
vées d'ordre  n  de  l'équation  considérée  ne  contiennent  de  différentia- 
tion  par  rapport  à  x  que  jusqu'à  l'ordre  n  —  p\  mais  parmi  les  dérivées 
des  ordres  inférieurs,  ii  —  i,  ii  —  i,  ...  qui  figurent  dans  l'équation, 

peuvent  se  trouver  les  dérivées       „"| ,    ,   „  "^ .   ■•••   Supposons  qu'on 

donne,  sur  une  caractéristique  d'ordre  p,  x  =  x^,  les  valeurs  de  z, 

y-'  ••■'      „--,•  Ces  conditions  pourraient  suffire  pour  calculer  toutes 

les  dérivées  d'ordre  supérieur  à  /^  —  i,  et  obtenir,  par  conséquent,  les 
coefficients  du  développement  de  Tayloren  un  point  x„y„\  or  la  série 
qu'on  obtient  ainsi  est,  en  général,  divergente,  à  moins  que  les  n  —  i 
fonctions  initiales  ne  satisfassent  à  des  conditions  j^articulières.  En 
général,  sur  les  caractéristiques  multiples  d'ordre  p,  on  ne  peut  don- 
ner arbitrairement  que  les  valeurs  de  ::  et  de  ses  dérivées  extérieures 
jusqu'à  l'ordre  n  —  p  —\.  Ce  résultat  est  bien  connu  pour  l'équation 
de  la  propagation  de  la  chaleur, 

ù-z        àz 

Sur  une  droite  x  =  .r,,,  on  ne  peut,  en  général,  se  donner  arbitraire- 
ment la  valeur  de  :;  en  fonction  de  y.  Pour  que  la  fonction  choisie 
donne  naissance  à  une  intégrale  analytique,  il  faut  qu'elle  soit  holo- 
morphe  dans  tout  le  plan  de  la  variable  y,  et  cette  condition  n'est  même 
pas  suffisante  (  '  ). 

Des  intégrales  principales. 

18.  Dans  l'étude  des  équations  du  second  ordre,  à  caractérisli([ucs 
distinctes,  j'ai  été  conduit  à  introduire  la  notion  de  certaines  intégrales 

(')  Voir  une  Note  de  railleur  sur  celle  équation  dans  le  ISiiIlciin  //(■:<  Sciences 
malhématiques;  i8c)5. 
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particulières  dépendant  d'un  paramètre  variable  et  permettant  de 
représenter  par  des  quadratures  l'intégrale  générale  de  l'équation. 
Cette  notion  s'étend  aux  équations  d'ordre  supérieur. 

Soit  z(x,y,  7.)  une  intégrale  de  l'équation  D(:;)  =  o,  dépendant  du 
paramètre  arbitraire  a.  Nous  dirons  que  c'est  une  intégrale  principale 
s'il  existe  une  fonction  (i(x,y),  essentiellement  distincte  d'une  con- 
stante, telle  que  rexpression 


J,.v...,^, 


soit  encore  une  solution  de  l'équation  considérée.  Par  un  changement 
de  variable,  il  est  toujours  possible  de  remplacer  la  fonction  0  par  la 
variable  indépendante  x.  .Nous  allons  donc  chercher  la  condition  pour 
que  l'intégrale 

(5)  ==f^f(^)zU,y,^)d^ 

.satisfasse  à  l'équation  (i),  quelle  que  soit  la  fonction y(a). 

Pour  résoudre  ce  problème,  nous  mettrons  l'équation  (i)  sous  une 
.nouvelle  forme  symbolique, 

P,  à"z  à'"': 

i>  =  9o  3— ;;  -t-  ^)  A   «-1  -+-...  -H  9„  c  =  o. 


OÙ  Su,  ç/|,  . . .,  9„  sont  des  facteurs  différentiels  opératoires  de  la  fornu 


?,■  =  A„_,,,  -j-,  4-  A„  .,,,^,  jp^  4- . .  .  +  A,, 0  ; 


de  sorte  que  Ion  a 


:  f)j.n-i  -"-,.,  j^,.-i  f)y.  -fl-,,,-  .  ^^„_,  ^,.,_,   -.-••.• 

Le  degré  de  ç.,  par  rapport  au  symbole  -p  est  au  plus  égal  à  i. 
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Désignons  par  r^..  z\.,  ....  ;'/'  les  fonctions  suivanles  : 

=  (?=(,r,j,  a);  _  p  _  f)''z(.r.  y.  g)| 


=x=-(-^",r,  a)|^^^, 


(/r 


()^/' 


Nous  avons,  en  prenant  les  dérivées  successives  jusqu'à  Tordre  n  \)i\v 
rapport  à  ,r  de  la  fonction  Z  : 


Z=f /(>.)r(x-,j,a)./a, 


^=./u-)^.-^r/< 


f/a, 


(<^) 


ôi''L  ù>- 


()!'-- 


â''  Z  (.!•,]■,   OL  I 


/y-. 


Multiplions  symboliquement  par  çi„,  o,,  . . .,  ç„  et  ajoutons  membre  à 
membre  pour  former  D(:;).  La  fonction  placée  sous  le  signe  d'intégra- 
tion s'annule  identi(juement.  Dans  l'expression  restante,  il  faut  égaler 
à  zéro  séparément  les  coeflicients  de  la  fonction  arbitraire  /"et  de  ses 
différentes  dérivées.  Le  coefficient  de  /"'""''(.r)  est  Ço-x-  Nous  a\oiis 
donc  deux  cas  à  distinguer  : 

(Considérons  d'abord  le  premier  cas  et  faisons  ;,.=  o.  Le  coi'fficieiil 
de  ,/'""■'(•»)  est  alors  Ço-j-^  d'où  l'on  déduit  aussi  3,.=  o.  On  Irouveiail 
de  la  même  façon  :;'.^  ;'".=:...  =  3"""=o.  On  ariive  donc  à  celte 
conclusion  (pie,  sur  la  drcjile  ./■  =  a,  1  iul(''grale  particulière  ;(.r,y,  a) 
doit  s'annuler,  ainsi  «pu;  s(,'s  dérivées  i)rises  par  ra|)poii  à  r,  juscpi'à 
l'ordre  «  —  i , 


d.v         I 


(J"-'.-(,r,.v,  a)| 
O.r"-'' 


<:) 
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Comme,  (Faulre  pari,  la  condition  ç,„  :^  o  exprime  (pie  la  druile  x'  =  a 
n'est  pas  une  caractéristiqne,  l'intégrale  satisfaisant  aux  conditions 
initiales  cjue  nous  venons  d'indi(juer,  sur  la  droite  x  ^=  %,  est  identique- 
ment nulle.  La  formule  (5)  ne  donne  donc  que  la  solution  o.  Il  reste 
à  examiner  la  seconde  hypothèse,  ç-,,  =  o.  Nous  trouvons  dans  ce  cas  : 


i-;.-f-c: 


(II- 


C'   .o,*^ 


djL- 


Cl 

-  c 


-+- 


à.r 


r/'-i, 

cr:^ 


0"z^ 
à''-': 


C!' 


il"^  désignant  le  nombre  de  combinaisons  de  ///  quantités,  //  à  // 
Si  Ion  suijnose  crue  dans       '         f  •      ■   > 


e  coefficient  de  4-  soit  différent  de  zéro, 


àz 


e  cjue  ii.uis  '^ 
les  équations  (7)  définissent  successivement  les  valeurs  de  '-,  ^  ,> 
y- ^  en  fonction  de  y,  sur  la  caractéristique  j,'  =  a  à  laide  d'équa- 
tions dillérentielles  du  premier  ordre.  Chacune  d'elles  se  trouve  entiè- 
rement déterminée  quand  on  connaît  sa  valeur  pour  une  valeur  parti- 
culière j'p  dey,  cjui  peut  être,  d'ailleurs,  elle-même  une  fonction  de  a. 
D'autre  pari,  dans  celle  hypothèse,  x  étant  une  variable  caractéris- 
tique simple,  il  existe,  d'après  notre  théorème  fondamental  des  inl/'- 
grales  telles  f{ue,  pour  .r  =  a,  les  valeurs  de 


'Il 
à7i- 


d"^ 


ô,i"- 


soient  égales  à  des  fonctions  données  de  )'.  Il  y  eu  a  donc  cpii  satisIVuil 
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aux  conditions  initiales  définies  par  les  équations  (7).  Les  intégrales 
principales  dépendent  encore  dune  fonction  arbitraire  qui  sera,  par 
exemple,  la  valeur  que  prendra  chacune  d'elles  sur  la  droite  arbi- 
traire y^Vo-  Cette  dernière  donnée  achève  de  déterminer  les  fonc- 
tions initiales  définies  par  les  équations  (7). 

Par  conséquent,  quand  x  est  une  variable  caractéristique 
simple,  il  existe  une  famille  correspondante  d'intégrales  princi- 
pales. Chacune  d'elles  est  entièrement  déterminée  par  les  valeurs 
qu'elle  prend  sur  une  courbe  analytique  quelconque  autre  que 
l'une  des  caractéristiques  de  la  famille  considérée. 

Dans  un  domaine  E,  ne  contenant  aucun  point  critique  des  coeffi- 
cients de  l'équation,  ni  aucun  point  do  la  courbe  discriminante,  linlé- 
trrale  principale,  dont  la  fonction  initiale  est  holomorphe,  est  elle- 
même  une  fonction  holomorphe,  pourvu  que  la  portion  de  courbe 
arbitraire  sur  laquelle  cette  fonction  initiale  se  trouve  déterminée 
n'admclle  aucune  tangente  caraclérislique  de  la  famille  considérée. 

lî).  Développement  des  intégrales  principales.  —  Au  lieu  de 
calculer  les  valeurs  initiales  de  z  et  de  ses  dérivées  pour  x  =  a,  nous 
pouvons  procéder  d'une  façon  différente  et  arriver  à  des  équations 
dont  la  loi  de  formation  est  plus  simple  ([ue  celle  des  écjuations  (-). 

Considérant  l'intégrale  principale  comme  une  fonction  de  a,  cher- 
chons à  la  développer  en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  crois- 
santes de  X  ~  (X. 

Soit 

(8)  ^(.r,y,  a)=»„-t-//,i — j H///— p^ h---+»,/     ^^       +-■■■■ 

les  w,  désignant  di's  fouclions  de  ./•  et  df^'. 
On  a 

.  <)^  _  Qi'iio         £  ()!'-'' Il,         p(p—\)  à''-- II,  ■>■-  a  \  ài'ii,         /'  ,)'•  -'  //, 


ÉQUATIONS    LINEAIRES    AUX    DÉRIVÉES    PARTIELLES.  387 

(  hiand  on  fait  x  =  a,  ou  a  =  a;,  les  expressions  de  la  forme  (<))  se  ré- 
diiisenl  à  leur  prcuiier  Icrine  : 


(lo) 


0.         r,.-^  +//,+..., 

<Pii„         p  à''-'  lit         pip- 

]) <)''- 

—  2 

Ces  égalités  démonlrenl  d'ajjord  que  le  système  des  fondions  initiales 
Sj,  z'^,  . . .,  z^"''^  est  équivalent,  comme  données,  au  système  des  fonc- 
tions «0,  M,,  . . .,  Un   2- 

En  portant,  dans  les  équations  (7),  les  valeurs  de  Zj.,  z].,  ...  en 
fonction  des  a,,  nous  obtiendrons  les  conditions  auxquelles  doivent 
satisfaire  ces  nouvelles  fonctions.  Pour  faciliter  les  calculs,  nous  allons 
introduire  une  nouvelle  notation  symljoli(|ue. 

20.    Nous  pon\ons  écrire,  d'après  les  équations  (10), 


'  d_ 
di- 


eu convenant  de  remplacer  les  exposants  de  u  par  des  indices  et  u" 
par  ?/„;  les  puissances  de -.-  devront,  bien  entendu,  être  considérées 
comme  des  indices  de  différentiation;  cependant,  comme  la  significa- 
tion dilTérentielle  du  symbole  t-  n'interviendra  pas  dans  le  calcul  sni- 

vaut,  nous  le  remplacerons,  pour  plus  de  simplicité,  par  X,  de  sorte 
que  z''j.  se  trouvera  remplacé  par  (X  +  «)''. 

L'équation  générale  du  système  (7)  devient  alors 


c;;:;*-9,_,x/'-'- 


Cl,-.  9. 


c;; 


(X  +  «) 
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Dans  ce  développcnienl,  le  coefiicient  de  //'"  esl  éi;al  à 

Daiiire  part,  on  a  ('v  idiMiimciil 
ce  qui  donne,  pour  le  eoenicicul  île  //', 

c^_;>, x/'-'  +  en  ' ?2X'"''  '  +•  •  • 

=  ? ' rt[("  -  OT"  -  ■^)---(/>  -  r^  O^.X''-'' 

-h  ('//  —  2)(//  —  :>)...( p  -  /■)o.,\''''  -+-...]. 

La  parenthèse  esl  la  dérivée  par  rapport  à  X  du  polynôme  suivaul 

9,X"-'-ho,X"-^  +  ...+  9„. 

qu'on  déduit  de  l'expression  dillércnlielle 

'     f^j"-'  '  -  d.t"--  ' 

en  reni])laranl  le  >\nd)ol('   ,  -  iiar  \. 
*  ■  d.i  ' 

Désiiinons  par 

1).;,   d;. I),!, 

Ii's  dérivées  successives  de  I)  par  rap[)ort  au  s\  luhole  -z—- 

lA,", («)  =  ("  -  i)( "  -  ■2)...(n  -  y)?.X.'„-7-'.  -+-•••• 

Il  i(''sulle  alors  dos  calculs  précédeiils  qui-  I  (''([ualion  i;énéral('  du 
sNsléuic  (7)  |)ourra  s'écrire 


i;[7;^"-ï'("-'-^) 
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Ce  système  deviciil  donc 

[  ,     '    ,,D',r-!(?^„)  =  o,        - — L_^D'-::v,,,)4-; — ^D,';,:i'(^/.,  )  =  o, 
V  ( /(  —  I )  1  v    0 /  (  ,^  _  1 1 :  (Il  —  i): 

(!')■    

- — ^d;;,i:  (//„)+  — ^D":^  (»„_,)  +  ...+  : ' -,Vi:'.:';zr(ii„)  =  o. 

'     (  /(  —  I  )  !       ■'         ^     P-  {Il  —  ■l)\       -'  ^      /'    '  (  „  __  ^^  _  I  ^  !        '      '  n  / 

Ces  équations,  dont  la  formation  est  lii'-s  simpir,  définissent  com- 
plètement les  fonelioiis  ;/  quand  on  eonnait  lonrs  valeurs  initiali's 
pour7=  Vo- 

Les  fonctions  //„,  «„+,,  ...,  satisfont  à  des  ('quations  m  loul  sem- 
blables à  celles  tlu  système  ("')■  Kn  écrivant  (jue  l'expression 
z\x,y^  a),  définie  par  la  formule  (8),  satisfait  à  léqnation  donnée 
on  trouve,  pour  les  coefficients  dont  rindicc  est  supérieur  à  ii  —  \ .  la 
relation  de  récurrence 

On  retrouve  facilement  le  système  (-')  cl  Féqualion  (  i  i)  en  par- 
tant de  la  fonction 

qui  doit  être  une  solution  de  D(r  )  =  o,  (pielle  que  soit  la  constante 
arbitraire  a. 

Considérons,  en  efl'el.  l'intéiii-ale  principale 

-(•^■,7,  a)=  «o  +  «,^ — j ^"-— T^ '"•••' 

en  faisant,  dans  la  fornude  (5), 

on  est  conduit  à  rinlégrale  nouxelle 
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qui  esl  elle-même  une  intégrale  principale,  si  Ton  y  regarde  a„  comme 
un  paramètre;  en  faisant  p^n  —  i,  on  trouve  l'intégrale  :;„_|,  à 
laquelle  nous  avons  fait  allusion  plus  haut. 

Il  est  évident  d'ailleurs  que  toute  intégrale  holomorplic  qui  s'an- 
nule avec  toutes  ses  dérivées  d'ordre  inférieur  à  /^  —  i  pour  ,<•  =  a  ; 
a  désignant  un  paramétre  variable  est  une  intégrale  principale;  si  Ton 
a  pu  trouver  une  pareille  intégrale  par  un  procédé  quelconque,  il  sul- 
iira  de  la  développer  en  série  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  les 
coefficients  étant  des  fonctions  de  x  et  de^^,  pour  avoir  un  système  de 
valeurs  des  fonctions  ?/„,  ?/,, 

Soit,  par  exemple,  l'intégrale  suivante,  où  l'on  suppose  p^n  —  i  : 

la  suite  des  coefficients  A^,  A,,  Ao,  . . .  est  l'un  des  systèmes  de  valeurs 
des  coefficients  w„,  w,,  a.,,  .... 

21.  Quand  on  connaît  une  intégrale  principale  pai-liculière 
relative  à  la  variable  caj-actérislique  x,  on  peut  en  déduire  toutes 
les  autres  relatives  à  la  même  variable. 

En  effet,  soit  z{x,y,  a)  l'intégrale  considérée  (jue  je  suppose  dill'é- 
rente  de  zéro  pour  .r  =  a.  Dans  l'expression 

(12)  Z=  Cr(x,7, x-„)-f-  j  /((x')z(x,y,y.)dv. 

qui  dépend  du  paramètre  j,„,  on  peut  disposer  de  la  constante  C  el  de 
la  fonction  arbitraire  /(a),  de  telle  façon  (pie  ;  devienne  égale  à  une 
fonction  arbitraii'emenl  choisie  9(')  \)Oui'  y  ^  y^.  Cette  pro[)osilion 
se  trouve  dans  ma  thèse  {Annales  de  l'Ecole  Normale,  p.  i/\\  ;  i8()5). 
D'autre  part,  pour  x  =  a7„,  z  cl  ses  dérivées  relatives  à  x  satisfont  aux 
conditions  qui  définissent  les  intégrales  principales.  Donc  la  for- 
mule (12)  représente  l'intégrale  princi|)ale  la  plus  générale  relative  à 
la  caractéristique  x. 

Si  l'on  suppose  y(a)  holomorplic,  die  <'st  la  somme  d'éh'mciils  de 
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la  forme  C^     ~  "^°  { ,      et,  par  suite,   rinté'rralc  considérée  sera  la 
'^    (  /•  —  I  )  !  '  ^  ^ 

somme  d'éléments  de  la  forme  CrZr(x,y,  x^) 

Z  =  C^:-o(x,y,  x„)-hC,z,-hC.,z.,-{-..., 

en  écrivant  :■„  au  lieu  de  z(x,y,Xa)  pour  plus  d'uniforniilo.  Donc 
les  intégrales  principales  holomorphes  sont  développablcs  en  série 
linéaire  de  fonctions  Zp. 

D'autre  part,  il  est  évident  cjue  toute  série  convergente  de  cette 
forme  représente  une  intégrale  principale.  Cette  remarque  s'ai)plique- 
rait  également  aux  séries  ayant  pour  éléments  des  fonctions  de  la 
forme 


1-  (  a  -H  I  )  '     r  (  |J.  -H  2  )  '  r  (;jL  -H  /■  +  I  ) 

[ji.  désignant  un  nombre  non  entier  quelconque  supérieur  à  n  —  2. 
Mais  les  intégrales  qu'on  obtiendrait  ainsi  ne  seraient  plus  liolo- 
morplies  en  x  dans  le  voisinage  de  Xq. 

Nous  avons  supposé  que  l'intégrale  principale  considérée  était  dif- 
férente de  zéro  pour  a:  =  a.  Supposons  maintenant  qu'elle  s'annule, 
tout  en  étant  holomorphe;  les  dérivées  de  l'intégrale  par  rapport  au 
paramètre  a  sont  encore  des  intégrales  principales  jusques  et  y  com- 
pris la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  sur  la  caractéristique 
./•  =  a.  On  pourra  donc  en  déduire  également  toutes  les  autres  inté- 
grales principales  par  la  formule  suivante  : 

/  =  C„ '^J,'       +  C,  ^^,  -^...-^LpZ  -t-  /   /(a  )  z(x,y,  a)  ((7., 

où  p  désigne  l'ordre  de  la  première  dérivée  qui  ne  s'annule  pas  pour 
a  =  X. 

En  résumé,  nous  voyons  qu'il  existe  des  intégrales  principales 
relatives  aux  différentes  variables  caractéristiques  simples  et  que  la 
connaissance  d'une  intégrale  de  chaque  série  permet  de  calculer 
toutes  les  autres  de  la  même  série.  Soit  ^,  une  variable  caractéristique 
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pt  z(Xjy,  a)  une  intégrale  principale,  correspondante  ;  l'intégrale 

f''f(y.)z(.r,y,y:)dy. 

est  une  nouvelle  solution  de  réqualion  proposée,  quelle  rjuc  soit  la 
fonction  arbitraire  /(a),  0,-  désignant  une  fonction  déterminée  de  E,-. 
On  peut  évidemment  remplacer  ?,  par  0^  pour  définir  les  caractéris- 
tiques, ou  bien  remplacer  a  par  une  fonction  de  a  de  telle  façon  que 
la  limite  supérieure  de  l'intégrale  devienne  H,.  Nous  écrirons  donc,  en 
général, 

J    /{y.):.{.v,y,y:)d7., 

et  nous  appellerons  carac(ëiisli(/iirparamc/?-iqiiede  l'intégrale  prin- 
cipale la  caractéristique 

r 

î,=  a. 

22.   Des  inlêgi-ab's  pi-i ne i pales  dans  le  cas  des  cairtehh'istiques 
nmltiples. 

l'>nvisageons  maintenant  le  cas  où  ./;  est  une  variaJjle  caractérislicpie 

double.  Les  coefiicients  des  dérivées  -~^  et  -; ^-r-  sont  nuls  dans 

d.r"         aj"~'  Oy 

réqualion,  mais   ,  „_,  peut  avoir  un  coefficient  différent  de  zéro.  Ce 

coefficient,  cjue  nous  avons  appelé  ç,,  ne  contient  plus  d'indice  de 
dérivation  par  rapport  k  y.  Supposons  donc  o,:^o.  Kn  uons  repor- 
lant  au  calcul  du  n"  18,  nous  trouvons 


()r.A-  =  a  étant  une  caractéristicpie  du  second  ordre,  ou  ne  pcul 
plus  se  donner  arbitrairement  sur  cette  caractéristique  les  valeurs  de  3 
et  de  ses  /i  —  i  premières  dérivées  extérieures  :  ces  données,  en 
général,  ne  correspondent  à  aucune  intégrale  bolomorpbe  ;  mais,  s'il 
en  existe  une  qui  y  satisfasse,  elle  est  entièrement  déterminée.  Dans 
le  cas  actuel,  cette  intégrale  se  réduit  évidemment  à  zéro. 

Sôit  maiulruatil   -:,,  =  o.    L;i   dérivée    -, — -  ne   fieiuanl    plus  dans 
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l\''<|iialioii,  les  conditions  trouvées  au  n"  18  donnent 


^U 


(.;5) 


"  ■'  '  •>    Ou- 


\=o. 


C'i) 


Ce  système  définit  successivement  les  fonctions  z^,  z' ,  z" z"'~'-' 

par  une  équation  différentielle  du  second  ordre,  quand  on  connaît 
toutes  les  précédentes.  Pour  achever  de  les  déterminer,  il  faudra  donc 
donner  leurs  valeurs  initiales  et  celles  de  leurs  dérivées  premières  par 
rapport  à  y,  pour  une  valeur  particulière  j',,  de  j'.  Ces  valeurs  seront 
elles-mêmes  entièrement  déterminées  cpiand  on  connailra  les  valeurs 

de_y,  ~>  pour^  ^}'i>  *^"  fonction  de  x  et  de  a. 

Il  existe  donc  dans  le  cas  actuel,  d'après  notre  second  théorème 
fondamental,  des  intégrales  principales  dépendant  de  deux  fonctions 
arhitraires. 

Nous  allons  étudier  le  développement  en  série  de  ces  intée^rales. 
Les  calculs  du  n"  21  sont  applicables,  car  rien  ne  suppose  dans  réta- 
blissement de  nos  formules  que  la  dérivée  symbolique  D^"I,"  soit  du 
premier  degré  par  rapport  ky.  Par  conséquent,  si  Ton  suppose  Tin- 
tégrale  développée  suivant  les  puissances  de  x  —  a,  on  trouvera,  pour 
déterminer  les  coefficients  du  développement,  la  suite  d'équations 


2)'. 


D": 


l).','Lr(«o)  =  <>        oi 


?2("o)   =  <>, 


(n-2) 


^^■"^n''.)^r^;^^^^(''^^)^----^7jr^^:-iu,-r-.)- 
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Désignons  par  y(.r,  a),  o(x,  a)  les  valeurs  de  z,  ~  pour  v  =}'„. 


et  soient 


(.r-aV 


M^) 


les  valeurs  initiales  des  coefficients  u  et  de  leurs  dérivées  seront 

25.  Systèmes  fondamentaux.   —   Soient  "C(j?,jk,  a),   'Ç (■*■,,)';  ^t; 
deux  intégrales  principales  relati^^es  à  la  caractéristique  double  x  : 


l   =  M„  -f- 


X  —  a 
r  .2 


Nous  dirons  qu'elles  forment  un  système  fondamental  si  le  détei- 
minant 

d^     ^  I 
ày     dy 

'Ç       l'  I 

est  différent  de  zéro.  Nous  supposerons  même  cette  condition  remplie 
pour  a;  ^  a;  dans  ce  cas,  les  deux  fonctions  «„  et  v^  forment  elles- 
mêmes  un  système  fondamental  de  solutions  de  l'équation 

cp„(w)  =  o. 
Tel  est  le  système  défini  par  les  fonctions  initiales  suivantes  : 

^(^■,>'o,a)  =  i,  C(a;,7„,a)  =  o, 

dr,{x,y,%)\       _^  dt'{x,y,<x)\       _^ 


ày 


o, 


ày 
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et  que  nous  appellerons  un  système  fondamental  canonique  relatif 
à  la  courbe^  ^ Yo- 

Théorème.  —  Lorsque  X.  et  X^  sont  deux  intégrales  principales 
relatives  à  x,  formant  un  système  fondamental,  on  peut  disposer 
des  fonctions  arbitraires  f^  (a)  et  f-^i^oi)  et  des  constantes  C  et  C  de 
telle  façon  que  l'expression 

I  z  =  c":(x, j,  x-„)  -+-  C'l'(x-,  j,  x-o) 
(ij)  ^r  ,. 

+  j    /,(a)r(x,j,a)rfa  + J    f,{7.yQ{x,y,y:)dy. 

satisfasse  à  des  conditions  initiales  de  la  forme 
\  Z(a;,j„)  =  F(^), 

F(j;)  et  $(a')  désignant  des  fonctions  arbitraires. 

Considérons,  en  effet,  une  équation  du  second  ordre  ne  contenant 
aucune  différentiation  par  rapport  à  x 

Soient  z^  et  z.,  deux  intégrales  de  cette  équation  formant  un  sys- 
tème fondamental;  l'intégrale  générale  est 

(17)  Z  =  r.X.  +  ::,X„ 

X,  et  X2  désignant  deux  fonctions  arbitraires  de  x. 

Prenons  deux  fonctions  arbitraires  <p(a7,  a),  'i^{x,  a)  ne  s'aniiulant 
pas  pour  ./;  =  a  mais  restant  holomorphes.  L'expression 

(18)  Z  =  C,z,-^CiZ.,-h  1    z^rf(x,oi.)f,(x)dot-i-  1     z.,'\)(x,x)doL 
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isl  (•({uivalcnle  à  roxpression  (17),  car  les  intégrales 


(;,-h  f'^{.i\y:)/,{y.)(h., 


peuvent  représenter  des  fonctions  arbitrairement  choisies  de  x. 

Il  résulte  donc  de  là  qu'on  peut  disposer  des  arbitraires  de  la 
i'ornie  (18)  pour  satisfaire  aux  conditions  initiales  (16),  pourvu  que 
le  déterminant 

z,z,(x,x)  Zj'i(x,x) 

^-[r,9^r,x)]     ^\z,'!^(x,x)\ 

soit  différent  de  zéro. 

Comme  nous  n'avons  fait  aucune  hypothèse  sur  les  fonctions  3>(x,  a), 
■\i(x,  a),  qui  ne  s'applique  aux  fonctions  Z(x,y^,  a),  l'(x,yo,  a),  noire 
théorème  est  démontré. 

Dans  le  cas  où  le  svstème  fondamental  considéré  est  canonicpie  pour 
la  courbe j>-  =^yo,  la  détermination  des  fonctions  arbitraires  qui  satis- 
font aux  conditions  initiales  (16)  est  immédiate. 

Il  est  facile  de  déduire  de  ce  qui  précède  l'expression  générale  des 
intégrales  principales  relatives  à  la  caractéristicpie  double.  Il  suffit  de 
considérer,  dans  la  formule  (16),  .c„  comme  un  paramètre,  les  con- 
stantes C,  Cet  les  fonctions/(a),  çi(a)  pouvant  elles-mêmes  dépendre 
de  ce  paramètre.  Les  résultais  qu'on  en  déduirait  sont  entièrement 
analogues  à  ceux  cjue  nous  avons  établis  dans  le  cas  des  caractéristiques 
simples. 

24.  L'élude  que  nous  venons  di^  faire  iM(li(|n<'  la  marche  à  siii\rc 
pour  l'élude  des  intégrales  principales  dans  le  tas  des  caracléristitpies 
mulliples  d'ordre  supérieur  au  second.  .Nous  n'entreprendrons  pas 
cette  étude  pour  le  cas  général.  Nous  nous  contenterons  de  signaler 
l'analogie  qui  existe  entre  la  recherche  des  intégrales  principales  et 
celle  des  asymptotes  des  courbes  algébriques.  La  détermination  des 
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(■iiracl(JrisLi(]ucs  peul  cire  assimilée  à  colle  des  direclions  asyinplo- 
liques  cl  les  conditions  dexislencc  des  inlégrales  principales  soiil 
analogues  à  celles  des  asymploles  relatives  à  une  direction  donnée. 

2*>.  Rcprcsciilutiun  de  V iidc'^rdh-  générale  par  les  inlégrales 
piincipalcs. 

Considérons  une  (''«piation  à  caractéristiques  toutes  dislincles,  i-l 
soient  ^,,  ^25  •••)  ?«  un  système  de  fonctions  caractéristiques,  I,, 
'Ç,y  . . .,  "C«  1111  système  correspondant  d'intégrales  principales. 

L'expression 

(•9)  ^jy.{^)U-':.y,^-)'i^. 

où  les  H,-„  désignent  des  valeurs  initiales  quelconques,  représente  une 
intégrale  de  l'équation  D(^)  =  o  dépendant  de  u  fonctions  arbi- 
traires. Nous  allons  montrer  que,  moyennant  certaines  conditions, 
c'est  l'intégrale  générale.  Nous  considérerons  pour  cela,  au  lieu  de 
l'expression  (19),  la  suivante 

(19')         ..  ^^CU.r,y,  '.„)  +  2/'/(«)"C(-^%>-,  y-)d7.. 


11  s'agit  de  faire  voir  qu'il  est  en  général  possible  de  disposer  des 
arbitraires  de  la  formule  (19')  de  manière  que,  pour  y  =_>'o)  l^i  fonc- 
tion ;  et  ses  /*  —  I  premières  dérivées  extérieures  prennent  des  valeurs 
choisies  arbitrairement.  Quand  on  faity  ^y„,  les  H,  deviennent  des 
fonctions  de  x  cjue  nous  désignerons  par  H^  ;  aucune  d'entre  elles  ne 
se  réduit  à  une  constante.  Les  dérivées  par  rapport  à  y  d'un  terme 
quelconque  de  la  formule  (19')  contiennent  en  général,  en  dehors  du 
signe  d'intégration,  des  termes  dépendant  de  la  fonction  arbitraire 
et  de  ses  dérivées.  Pour  éviter  d'introduire  ces  termes  dans  les  expres- 
sions que  nous  aurons  à  considérer,  je  suppose  que  les  intégrales 
principales  sannulenl  sur  les  caracléristi(pies  paramétriques,  ainsi  que 
leurs  dérivées,  jusqu'à  Tordre  n  —  n  inclusivemenl,  les  dérivées  d'ordre 
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n  —  1  n'étant  pas  toutes  nulles.  Négligeant  alors  les  termes  addi- 
tionnels 2C,"C,(ic,y,  a„),  je  vais  démontrer  que  Ton  peut,  en  général, 
disposer  des  arbitraires  de  la  formule  (19)  de  manière  que  les  dérivées 

prennent  des  valeurs  données  à  l'avance,  en  fonction  de  j:pour  )=-)■„. 
Nous  supposerons  que  ces  fonctions  arbitraires  s'annulent  au  poiul 
{^oiy<i)  '•  cette  hypothèse  ne  restreint  pas  la  généralité  de  la  for- 
mule (19')  à  cause  des  termes  additionnels  qui  y  figurenl. 

Nous  avons  à  résoudre  un  système  d'équations  delà  forme  suivante: 

(20)  9A(x)  =  ^j;/-(a)'^2'-"^!;j:;r^/a        (r=r„). 

I  =  1    '  •" 

Considérons  une  équation  cjuelconque  d'ordre  n  ne  conlenaul 
aucune  dérivée  par  rapport  à  x 

/      \  <^"=         T->    d""'^  z        T-,    d"~^z  T, 

(21)  ,— ;  +  r,-rv-T  +  ^'T-ir^.  +...+  V„z  =  o. 

Toute  intégrale  de  cette  équation  est  une  intégrale  principale.  Dé- 
terminons un  système  d'intégrales  z/,(x,j-,  a)  par  la  condiliou  (pie 
l'on  ait  pour  y  =  y\ 

d"-'  ii,_^  _  rJ"-'r,(a-..r,  ^) 

Si  les  intégrales  »,  forment  un  système  fondamental,  l'intégrale 
générale  de  l'équation  (21)  est 

(22)  z='^CiUi(x,y,%i_„)+^  [  '  fi(y.)iii{x,y,cf.)cb., 

comme  cela  résulte  de  la  remarque  du  n°  25  généralisée.  On  peut  donc 
disposer  des  arbitraires  de  la  formule,  de  manière  que  z  prenne  pour 
y  ^  y^^  ainsi  que  ses  ti  —  1  premières  dérivées  extérieures,  des  valeurs 
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(lonni-es  à  Tavance  en  fonction  do  x.  Par  suite,  les  équations  (  2oj  peu- 
vent elles-mêmes  être  résolues,  pourvu  que  le  (létenainaiiL 


d-'t, 

0'^-'  In 

dx"--' 

dx''-' 

d"-'t, 

à"-'  l. 

à"-'  In 

dao"-^  dy 

Ox"-^ dy 

dx"-'  ôy 

d'-'t, 

<J''-'r., 

d"-'  r„ 

0/"-' 

^7"-' 

dy"-' 

soit  différent  de  zéro. 

Il  est  d'ailleurs  possible  de  traiter  directement  ce  problème,  coinim 
nous  avons  déjà  traité  le  problème  relatif  à  Fintégrale 


dans  notre  Mémoire  sur  les  équations  du  second  ordre. 

On  voit  donc  que  Tintégrale  générale  de  Téfjuation  D(r)  =  o  est 
bien  représentée  par  la  formule  (19')  ou  par  la  formule  suivante,  où 
Ton  suppose  les  limites  inférieures  iiidétcrininécs  : 


(.3) 


:2  f/(a)r,(.r,7.a). 


/a. 


Lorsqu'il  y  a  des  caractéristiques  multiples,  rintégrale  n'est  plus,  m 
général,  complètement  représenlable  par  cette  formule,  à  moins  (pi'ii 
n'existe  un  système  fondamental  d'inh'-grales  principales. 

26.  Ciiaque  terme  de  la  formule  (23)  peut  être  développé  en  série 
ordonnée  suivant  les  intégrales  successives  d'une  fonction  arbitraire. 

Désignons  par  S„F(^)  l'intégrale  n"'"^  de  F(H)  prise  à  partir  d"i 

limilc  inférieure  quelconf[ue 


^^^i^)=fj^^'(^)'^^^ 


Joiirn.  de  Math.  (V  série),  lonie  IV.  —  Fasc.  IV,  1898. 
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de  telle  façon  que  l'on  ait 
On  a 

(24)   {^  =S  rF'(x)""^-'''''^  a- -y de 

Toutes  les  intégrations  sont  faites  à  partir  d'une  même  limite  infé- 
rieure et  la  série  précédente  admet,  en  général,  un  domaine  de  con- 
vergence dans  le  voisinage  de  cette  limite. 

Dans  le  cas  des  caractéristiques  distinctes,  toute  intégrale  est  la 
somme  de  «  séries  particulières  de  la  forme  (24 ).  La  fonction  arlii- 
traire  de  chaque  série  dépendant  d'une  variable  caractéristique,  il  en 
résulte  que  la  formule  (23)  [ou  la  formule  équivalente  (19)]  niet  en 
évidence  la  portion  de  l'intégrale  générale  qui  se  trouve  plus  particu- 
lièrement liée  à  chacune  de  ces  variables. 

On  sait  que  Tintégralo  générale  de  l'équation  - — ^  ==  o  est 

,.  =  F(.r)+F.(7); 

la  forme  (19),  (2-3),  (24)  peut  être  regardée  comme  la  généralisation 
de  cette  formule.  J'ai  pensé,  d'après  ces  considérations,  que  l'on  pou- 
vait donner  au  teime 

f'/(a)r,^a 

de  l'intégrale  générale  le  nom  (\  in !<'•::: ralf  partu'Ui' .  rclatneà  la  ca- 
ractéristique ^,. 

27.  Forme  d'Eidcr.  —  Parmi  les  intégrales  principales  relatives  à 
une  même  caractéristique  ^,  il  peut  quekjuefois  en  exister  dont  le  dé- 
veloppement en  série  soit  limité.  Soit,  par  exemple, 

C(a:,7,  a)=  M„-t-  /<,— ; ^"^~T79. ^•■-  ••-  "/'      pi      • 
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Liulégrale  partielle  correspondante  devient 
ou  bien,  en  posant  SpF(S)  =  9(^), 

Cette  forme  est  bien  connue  pour  les  intégrales  partielles  des  équations 
du  second  ordre,  inlégrables  par  la  méthode  de  Laplace  :  nous  rap- 
pellerons \Aformr.  d'Euler. 

Une  intégrale  de  la  forme  d'Euler  dérive  toujours,  nécessairement, 
dune  intégrale  principale,  quel  que  soit  l'ordre  de  multiplicité  de  la 
caractéristique  correspondante.  Les  équations  de  la  forme  (ii)  qui 
détei'minent  les  coefficients  successifs  permettent  de  reconnaître  si  le 
développement  peut  se  limiter.  En  égalant  à  zéro  tous  les  coefficients 
dont  lindicc  est  supérieur  à  p,  nous  avons  le  système  suivant  dans  le 
cas  dune  caractéristique  simple  x  : 

^^^  d;:^!'(./,)+  ^^^  D:.':ir  («„)  =  o, 


D"-;'K)+nr^D--:  («„_,)  +  ... +  D(,/,)=o, 


("  —  ■)!      ■'       ^    "•         (  "  —  2  )  ! 


D(«,,Wo. 


Il  sera  nécessaire  et  suffisant  que  ces  équations  soient  compatibles 
pour  qu'il  existe  une  intégrale  de  la  forme  considérée. 

On  pourrait  trouver  pour  les  éc[uations  de  cette  espèce  une  mé- 
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thodc  de  réduclion  analogue  à  celle  de  Laplace.  Je  la  dévelopiieiai 
dans  un  autre  Mémoire. 


TROISIEME  PARTIE 

SINGULARITÉS    ACCIDENTELLES. 

28.  Les  points  singuliers  des  intégrales  d'une  équation  linéaire 
sont  de  deux  sortes  :  i°  les  points  singuliers  propres,  dont  la  ])ositi()n 
est  entièrement  déterminée  par  les  coefficients  de  l'équation;  i"  les 
points  singuliers  accidentels  qui  dépendent  des  fonctions  initiales. 

J'ai  déjà  introduit  ces  dénominations  dans  mon  Mémoire  sin-  les 
équations  du  second  ordre.  Le  nom  de  singularilcs  accidentelles 
m"a  paru  propre  à  caractériser  celles  qui  dépendent  des  conditions 
initiales.  Ces  singularités  n'aflectcnt  pas  d'une  manière  normale  la 
généralité  des  intégrales  :  elles  interviennent  en  quelque  sorte  acci- 
dentellement et  varient  d'une  intégrale  à  l'autre.  Lorsque  les  fondions 
initiales  dépendent  de  certains  paramètres,  les  points  singuliers  acci- 
dentels correspondants  peuvent  également  varier  avec  ces  paramètres; 
nous  les  appellerons  dans  ce  cas  des  points  singuliers  mobiles. 

Dans  le  cas  général  où  les  caractéristiques  sont  partout  sinqdes, 
sauf  sur  la  courbe  discriminante,  et  où,  par  conséquent,  l'intégi-ale  est 
représentée  par  la  formule  (19),  la  nature  et  la  forme  des  singularités 
accidentelles  sont  immédiatement  évidentes. 

Considérons  un  terme  de  la  formule 

f'  f{^.)'Ç{x,y.y.)d'j., 

et  sdil  y.  =  I  un  point  critique  ^h'  la  lonclion  _/'(a),  le  ti-rme  considi'iV' 
admetlia  ])our  points  critirpies  tous  les  points  de  la  caractéi  isti(pii' 
^  =  /,  sauf  peut-être  dans  li-  cas  où  ces  points  seraient  déjà  des  point- 
critiques  de  l'intégrale  priiicijjale  i^.  Mais  celte  hypothèse  |ieul  loii- 
jours  être  exclue  si  la  caractéristique  \  =  t  n'est  pas  une  ligne  singu- 
lière propre  des  coefficients  de  l'éipialion. 
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Soit  maintenant  (j;,  ,7,)  un  point  critique  accidentel  fie  l'inlégrale  Z: 
ce  sera  nécessairement  un  point  critique  de  l'un  des  termes,  cl  comme 
il  est  permis  de  supposer  l'intégrale  principale  correspondante  liolo- 
morphe  au  point  considéré,  il  faudra  que  le  point  a  =  ^(x,, 7,)  soit  un 
point  crili([ue  de  la  fonction  /<  a);  mais  alors  tous  les  points  de  la 
caractérisli(jue 

sont  des  points  critiques  de  rinlégralc;  nous  avons  donc  ce  théorème  : 

Lorsqu'un  point  P  est  un  point  singulier  accidentel  d'une  inté- 
grale z  d'une  équation  linéaire  D(:)=o  à  caractéristiques  dis- 
tinctes, Vintégrale  admet  comme  courbe  singulière  toute  i/tir 
caractéristique  passant  par  P. 

Les  lig^nes  singulières  accidentelles  sont  donc  des  caractéristiques, 
en  nombre  limité  ou  illimité,  formant  une  suite  continue  ou  discon- 
tinue. 

'iî).  Il  est  facile  d'étendre  cette  propriété  au  cas  où  l'intégrale  n'i'st 
pas  entièrement  représentable  par  la  formule  (a'3). 

Considérons  une  cour])e  analytique  (C)  qui  ne  soit  pas  une  ligne 
critique  propre;  si  (C)  n'est  pas  une  caractéristique,  nous  pourrons 
trouver  une  portion  P  de  la  courbe  qui  ne  contienne  aucun  point  à 
tangentes  caractéristicpies,  ni  points  singuliers  des  coefficients  de 
réquation.  ni  points  de  la  courbe  discriminante.  Celle  portion  de 
courbe  admet  un  domaine  régulier  Z',  rcnglobant  entièrement  et 
n'ayant  de  commun  avec  elle  que  le  contour.  Prenons  une  seconde 
courbe  analyti^jue  infiniment  voisine  (C)  ne  coupant  pas  C  sur  la 
portioiî  (P)  et  jouissant  des  mêmes  propriétés.  Soit  T  le  domaine 
ré"-ulier  de  (P').  Les  deux  domaines  2  et  Z'  se  déduisent  Fun  de 
l'autre  par  une  déformation  continue,  car  les  coefficients  du  polynôme 
{voir  n°  li) 

^fS 


sont  des  fonctions  continues.  Nous  pouvons  donc  supposer  (P)  assez 
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voisin  de  (P)  pour  que  L'  contienne  telle  portion  que  nous  voudrons 
de  (P).  Donc,  si  (P)  contient  des  points  singuliers  accidentels,  nous 
pourrons  admettre  que  quelques-uns  de  ces  points  soient  contenus 
dans  Z'.  Les  valeurs  de  Fintcgrale  et  de  ses  n  —  i  premières  dérivées 
extérieures  ne  seraient  donc  pas  holomorphes  sur  (P).  Par  consé- 
(pienl  (P)  contiendrait  également  des  points  singuliers. 

Il  résulte  de  là  que  les  points  singuliers  accidentels  ne  sont  jamais 
isolés;  si  une  courbe  analytique  en  contient,  toute  courbe  infiniment 
voisine  en  contient  également,  à  moins  que  la  première  ne  soit  une 
cai-actéristiquc.  Par  consécjuent  : 

Les  courbes  singidiè/'cs  accideiilellcs  sont  toujours  des  caracté- 
ristiques. 

50.  Je  rappelle  ici  la  démonstration  que  j'ai  donnée  dans  ma  thèse, 
de  cette  même  propriété,  en  parlant  de  considérations  très  simples, 
mais  qui  exigent  toutefois  quelques  restrictions.  Supposons  que  la 
droite  x  =  a  soit  une  ligne  singulière  accidentelle;  lorsque  nous  ferons 
tendre  x  vers  a  par  un  chemin  déterminé  de  longueur  finie,  z  et  ses 
//  —  I  premières  dérivées  extérieures  peuvent  tendre  vers  des  limites 
liolomorphes  en  y,  ou  devenir  infinies,  ou  ne  tendre  vers  aucune 
limite  sans  devenir  infinies.  Laissons  de  côté  ce  dernier  cas.  Si  les 
fonctions  considérées  tendent  vers  des  limites  holomorphes,  elles 
déterminent  une  intégrale  holomorphe,  pourvu  que  x  =  a  ne  soit  pas 
une  caractéristique;  en  retranchant  de  r  cette  intégrale  holomorphe, 
nous  aurons  une  intégrale  qui  s'annule  sur  la  droite  x  =  a. 

Cela  posé,  considérons  une  fonction  'p(.r,j')qui  s'annule  ou  devient 

infinie  pour  x-  =  a;  les  rapports  —,  ^  ne  pourront  tendre  vers  aucune 

limite  finie.  Cette  propriété  est  évidente  pour  le  premier  rapport  ;  eUe 
l'est  aussi  pour  le  second,  si  Ton  se  reporte  aux  propriétés  des  é(jua- 

tions  linéaires  du  premier  ordre.  Soit,  en  ell'ct,  M  =  B(.r,j>');  ç  est 
alors  une  intégrale  de  l'équation 

îx-I^(■^^r)?'v  =  '^ 

et  toute  intégrale  de  cette  équation  demeure  constante  sur  une  carae- 
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térislique  quelcoïKjue.  Cette  considération  m'a  conduit  à  définir  les 
fonctions  normales  sur  une  ligne  singulière  (').  Pour  les  intégrales 

normales,  la  dérivée  y-^  sera  infinie  par  rapport  à  toutes  les  autres 

dérivées  du  même  ordre  ou  d'ordre  inférieur  si  la  fonction  :  et  ses 
n  —  I  premières  dérivées  extérieures  sont  nulles  ou  infinies  pour  x^«. 
Cette  dérivée  doit  donc  disparaître  de  l'écjuation  et,  par  suite,  la 
droite  x  =  a  doit  être  une  caractéristique. 

51.  11  importe  de  remarquer  que  le  résultat  auquel  nous  sommes 
parvenu  relativement  à  la  nature  des  lignes  singulières  accidentelles 
n'est  pas  en  opposition  avec  les  résultais  connus  dans  le  cas  des 
variables  réelles.  On  sait  que  les  intégrales  analytiques  réelles  d'équa- 
tions du  second  ordre,  à  caractéristiques  imaginaires,  peuvent  admettre 
comme  lignes  singulières  accidentelles  des  courbes  cjuelconques  du 
plan  réel  :  telle  serait  par  exemple  une  fonction  harmonique  admettant 
comme  coupure  le  cercle  x- -\- y-  —  \  =  o.  Mais  si  l'on  restitue  aux 
variables  x  el  y  \c  domaine  entier  des  valeurs  complexes  (ce  qui  est 
permis,  puisqu'il  s'agit  de  fonctions  analytiques),  on  trouve  que.  le 
cercle  considéré  ne  constitue  pas  une  courbe  singulière;  seuls  les 
points  réels  de  ce  cercle  sont  des  points  singuliers;  les  véritables 
courbes  singulières  sont  des  caractéristiques,  c'est-à-dire  les  droites 
isotropes  issues  des  différents  points  réels  du  cercle. 

Considérons,  au  contraire,  le  cas  où  toutes  les  caractéristitjues  sont 
réelles  et  supposons  cjue  l'intégrale  admette  comme  courbe  singulière 
réelle,  accidentelle,  une  certaine  courbe  C.  L'une  au  moins  des  carac- 
téristiques passant  en  chaque  point  de  C  sera  une  courbe  singulière, 
et  l'ensemble  de  ces  caractéristiques  couvrira  le  plan  réel  dans  le  voi- 
sinage de  C.  Donc  l'intégrale  ne  sera  pas  analytique  dans  la  région 
considérée. 

52.  Dans  le  cas  où  l'intégrale  est  complètement  représenlal)le  par 
la  formule  (19),  la  partie  de  cette  intégrale  qui  dépend  plus  pailicn- 
licrement  de  la  variable  caractéristique  simple  ^  est  figurée  par  un 

C)  Voir  mon  Mémoire  déjà  cilé  sur  les  équations  du  second  ordre. 
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Icniie  de  la  forme 

(i)  r  =  y/(a)r(a-,j,a)f/a. 

C'est  donc  rétude  de  cette  expression  qui  donnera  la  forme  des  singu- 
larités accidentelles. 

Les  résultats  que  j'ai  obtenus  à  cet  égard  dans  mon  Mémoire  sur 
les  équations  du  second  ordre  sont  évidemment  ap])lica!)les  au  cas 
qui  nous  occupe.  Je  me  contente  d'en  rappeler  les  principaux  points. 

Supposons  qu'une  intégrale  :;  s'annule  sur  la  caractéristique  singu- 
lière H  =  H„,  ainsi  que  ses  dérivées  extérieures  jusqu'à  Tordre  n  —  i 
inclusivement,  ou  bien  qu'elle  croisse  indéfiniment  lorsque  \  tend 
vers  E„  suivant  un  chemin  déterminé.  Il  existera  alors  ordinairemenl 
des  fonctions  F(^)  de  H  seul,  telles  que  le  rapport 


soit  une  fonction  continue  de  x  et  de  y  lors(]ue  E  tend  vers  Hq  ('h  sui- 
vant le  chemin  considéré. 

L'intégrale  principale  (^(j,/,  a)  peut  toujours,  à  cause  des  arbi- 
traires dont  elle  dépend,  être  supposée  holomorphe  dans  le  voisinage 
de  la  caractéristique  singulière  étudiée,  sauf  en  certains  points  d(? 
cette  caractéristique.  Soit 

•((./.-,/,  a)  =  u„  +  u,  ^^^  -^  ufi^-  +■  •  •  ; 

admettons  (juc  la   ft)nclion  /(a)  soit  uniforme  dans  h-  domaine  (bi 
point  a  =  Eq. 

[^'intégration  de  la  formule  (i)  inlnxhiira  ab)rs  en  généial  un 
logarilhme,  et,  pour  (pie  ce  logarithme  disparaisse,  il  faudra  entre  les 
coefficients  u  à  l'infini  des  relations  de  la  forme 


les  a  désignant  des  fonctions  de  \\  c'est-à-dire  que  l'on  puisse  déve- 
lopper o  en  série  de  fonctions  u  sur  les  caractéristiques  \  =  constante. 
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Nous  arrivons  donc  à  celte  conclusion  inléressanlc  et  inattendue  que 
V intégrale  d'une  équation  linéaire  ne  peut  pas^  en  iiénéral,  être 
uniforme  dans  le  domaine  d'une  caractéristique  sini^ulicrc  acci- 
dent elle. 

La  condition  pour  qu'il  existe  des  caractéristiques  polaires  acciden- 
telles est  facile  à  trouver. 

Soit  ^(x-,_y, /)  une  intégrale  admettant  la  caractéristique  singu- 
lière mobile  ^  =  /,  /  désignant  un  paramètre  variable. 

L'intégrale 

^./F(0-^(.r,j, /).//, 

prise  autour  du  point  /  =  ^,  donnera  une  nouvelle  solution  de  la 
forme  suivante,  dépendant  de  la  fonction  arbitraire  F(E) 

A„F(H).hA.F'(^)+...  +  A„P"'(?). 

L'équation  admet  donc  une  intégrale  partielle  de  la  forme  d'Fuler; 
nous  pouvons  l'appeler,  pour  abréger,  une  équation  eulérienne. 

La  réciproque  est  évidente  :  toute  équation  eulérienne  admet  une 
infinité  d'intégrales  possédant  des  caractéristiques  polaires  acciden- 
telles, ou  même  des  caractéristiques  singulières  pour  lescpielles  la  sin- 
gularité est  de  la  nature  des  points  singuliers  essentiels  d'une  fonction 
d'une  seule  variable.  Mais  ces  caractéristicjues  appartiennent  toujours 
aux  familles  pour  lesquelles  l'équation  présente  le  caractère  eulérien, 
et  l'ordre  du  pôle  ne  peut  jamais  être  inférieur  au  rang  de  la  solution 
partielle  correspondante.  Ce  qui  précède  nous  amène  à  nous  poser  la 
question  suivante,  que  je  n'ai  pas  résolue. 

En  dehors  des  équations  eulérienncs,  y  a-t-il  des  équations  linéaires 
aux  dérivées  partielles  admettant  des  intégrales  uniformes  dans  le 
voisinage  de  caractéristiques  singulières  accidentelles?  On  pourrait 
considérer  ces  équations,  s'il  en  existe,  comme  des  cas  limites  d'équa- 
tions eulérienncs  pour  lesquelles  le  rang  de  la  solution  augmenterait 
indéfiniment. 

55.  Comme  dans  le  cas  du  second  ordre,  les  intégrales  admellani 
des  caractéristiques  singulières  mobiles  peuvent  servir  à  intégrer  com- 
plètement ou  partiellement  l'équation  aux  dérivées  partielles. 

Joiirn.  de  Math.  (5'  sùrie),  tome  IV.  —   Fasc.  IV,  i8g!S.  -^2 
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Soil  z(x,y,  y.)  une  intégrale  dépendant  du  paramètre  a  et  telle 
qu'en  la  considérant  comme  fonction  de  a  elle  admette  des  points  cri- 
tiques a  =  li{.v,y)  (i  =  I,  2,  . . .). 

En  la  considérant  comme  fonction  de  x  et  dey,  elle  admettra  alors 
les  courbes  critiques 

^i{^;y)  =  «■ 

Donc  les  ^,  sont  des  variables  caractéristiques  qui  peuvent  être  de 
même  espèce  ou  d'espèces  différentes. 
Toute  inlésrale  de  la  forme 


jf{cc)z{x,y,cc)dx 


prise  autour  d'un  point  critique  a  =  ^,  sera  une  solution  particulière 
de  l'équation  aux  dérivées  partielles;  elle  dépend  d'une  fonction  arbi- 
traire /(a)  placée  sous  un  signe  d'intégration. 

Ces  expressions  donnent  lieu  à  des  remarques  analogues  à  celles 
que  nous  avons  déjà  faites  à  l'occasion  des  équations  du  second  ordre. 
On  pourra,  dans  certains  cas,  comme  nous  l'avons  indiqué,  en  déduire 
des  intégrales  principales  relatives  à  une  ou  plusieurs  des  variables 
caracléi'istiques. 
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Mémoire  sur  le  déplacement  d'un  plan  dont  tons  les  points 
décrivent  des  lignes  sp/iériques; 
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I. 

Parmi  les  problèmes  auxquels  donne  lieu  l'étude  du  déplacement 
dune  figure  de  grandeur  invariable,  l'un  des  plus  intéressants  consiste 
à  reclicrcher  si  une  telle  figure  peut  se  déplacer  de  manière  que  les 
trajectoires  décrites  par  tous  ses  points  jouissent  de  propriétés  que 
Ton  se  donne  a  priori.  On  exigera  par  exemple  que  toutes  ces  trajec- 
toires soient  des  courbes  dun  certain  ordre,  ou  bien  qu'elles  soient 
tracées  sur  des  surfaces  de  natures  déterminées.  En  général,  l'existence 
d'un  déplacement  satisfaisant  aux  conditions  imposées,  qui  sont  en 
nombre  inGni,  n'est  point  évidente;  c'est  de  là  que  provient  l'attrait 
et  en  même  temps  la  difficulté  du  problème. 

Les  travaux  relatifs  aux  questions  de  cette  nature  sont  encore  peu 
nombreux,  croyons-nous.  Xous  allons  rappeler  ici  ceux  dont  nous 
avons  connaissance. 

M.  Darboux  a  recherché  le  premier  si  une  figure  de  grandeur  inva- 
riable peut  se  déplacer  de  telle  manière  cjue  tous  les  points  de  l'espace 
lié  à  cette  figure  restent  sur  des  plans  fixes.  II  a  montré  qu'un  tel 
déplacement  est  possible  et  que,  s'il  a  lieu,  les  trajectoires  de  tous 
les  points  de  la  figure  mobile  sont  des  coniques. 
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M.  Mannliciin  s'osl  aLlaché  à  rêLude  du  déplacement  inverse  du 
précédent,  en  traitant,  par  une  méthode  purement  géométrique  et 
d'une  grande  élégance,  nn  problème  qui  s'énonce  ainsi  :  Rcclicrchcr 
si  une  fi<j^ure  de  grandeur  invariable  peut  se  déplacer  de  telle  ma- 
nière que  tous  les  plans  liés  à  celle  figure  passent  par  des  points 
fixes.  Il  montre  encore  qu'un  tel  déplacement  existe,  et  il  en  donne 
plusieurs  définitions  qui  permettent  de  le  concevoir  de  la  façon  la  plus 
nette  ('). 

En  dernier  lieu,  M.  Ernest  Duporcq  a  obtenu,  sur  le  déplacement 
d'une  droite  dont  tous  les  points  restent  sur  des  sphères  fixes,  des 
résultats  sur  lesquels  je  reviendrai  un  peu  plus  loin. 

Après  les  déplacements  cjui  permettent  à  tous  les  points  d'une  figure 
de  grandeur  invariable  de  décrire  des  lignes  planes,  il  est  naturel 
d'étudier  ceux  dans  lesquels  tous  les  points  d'une  telle  figure  ont  pour 
trajectoires  des  lignes  sphériques. 

Le  problème  le  ])lns  général  qui  se  pose  à  ce  sujet  peut  être  énoncé 
ainsi  : 

Etant  donnée  une  fiigure  de  grandeur  invariable,  reconnaître 
si  l'on  peut  la  déplacei'  de  telle  manière  que  tous  ses  points  restent 
sur  des  sphères  fixes  et,  si  le  fait  est  possible,  déterminer  les  condi- 
tions les  plus  générales  dans  lesquelles  il  a  lieu. 

Deux  éventualités  sont  à  considérer  :  ou  bien  chacjue  point  de  la 
figure  mobile  peut  être  amené  en  un  point  cjuelconque  (aux  imagi- 
naires près)  de  la  surface  sphéricjue  sur  laquelle  il  reste  constamment; 
ou  bien  il  est  astreint  à  décrire  une  certaine  ligne  tracée  sur  cette 
surface  sphériquc.  Suivant  le  cas,  on  aura  affaire  à  un  déplacement  à 
deux  paramètres,  ou  à  un  seul. 

Dans  tous  les  cas  chaque  point  île  la  figure  mobile  pourra  élre  réuni 
})ar  une  tige  de  longueur  invariable  au  centre  de  la  sphère  sur  laquelle 
il  reste  constamment,  et  l'on  sera  ainsi  amené  à  la  connaissance  d'un 

(')  Les  travaux  de  ces  deux,  éminenls  Géomèlres  sont  exposés  dans  les  Ou- 
vrages suivants  :  Manmieim,  Principes  et  développements  de  Géométrie  ciné- 
maliqiie,  p.  SSg  et  suiv.;  Kokmcs,  Traité  de  Cinémaliijiie ;  Noie  III  île 
M.  Darboux,  Sur  les  mouvements  ali^ébrlques. 
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.v>'.s7(''///c' (//'//cm/c' consliliié  de  deux  Jif;ures  iiivariid)lcs,  iviinies  point 
par  point  par  des  ti^es  rigides,  cL  cjul  pi'ul  èli-e  dcfonnr,  nialt,u-é  !<• 
nomijre  infini  de  ses  liaisons. 

La  question  posée  se  relie  donc  étroitement  à  la  tlic''orie  des  sys- 
tèmes articulés,  et  c'est  en  cela  que  nous  parait  résider  son  [)rincipal 
intérêt. 

Remarquons  enfin  que  la  figure  mobile  peut  être  formée,  soit  de 
tous  les  points  d'un  solide,  soit  d'une  surface,  soit  d'une  ligne.  On 
pourrait  aussi  examiner  le  cas  où  elle  se  compose  d"un  nombre  fini  (]<' 
points  invariablement  liés  ('  ). 

Le  travail  de  M.  Ernest  Duporcq,  auquel  nous  avons  fait  allusion 
plus  haut,  est  relatif  au  cas  où  la  ligure  mobile  est  une  droite  :  dans 
un  très  intéressant  Mémoire  paru  récemment  dans  ce  Journal,  ce 
géomètre  a  examiné  les  conditions  les  plus  générales  dans  lesquelles 
les  points  d'une  droite  qui  se  déplace  restent  tous  sur  des  sphères 
fixes.  Il  a  montré  que  les  centres  de  ces  sphères  doivent  appartenir  à 
une  cubique  gauche.  MM.  Darboux  et  Mannheim  avaient  précédem- 
ment signalé  les  cas  où  la  cubique  gauche  se  réduit  à  une  droite 
(^L  Darboux)  et  à  une  conique  (M.  Mannheim). 

Nous  avons  l'intention  de  revenir,  dans  une  autre  occasion,  sur 
l'étude  du  problème  général  énoncé  plus  haut,  étude  qui  n'est  pas 
sans  jirésen ter  des  difficultés  assez  sérieuses.  La  (juestion  particulière 
(jue  nous  traiterons  ici  est  la  suivante  : 

Quel  est  le  mode  de  déplacement  le  plus  général  d'un  plan,  tel 
que  tous  les  points  de  ce  plan  décrivent  des  lignes  appartenant  à 
des  sphères  dont  les  centres  sont  sur  un  plan  fixe? 

Ce  probièmc  a  deux  solutions  évidentes  cl  qui  ne  présentent  pas 
d'intérêt. 

La  première  est  donnée  par  la  rotation  d'un  |)lan  autour  d  un  [)oint 
fixe,  la  seconde  par  la  translation  d'un  plan  dont  tous  les  points  restent 
sur  des  sphères  égales. 

Une  troisième  solution,  de  nature  un  peu  moins  intuitive,  résulte  des 

(')  M.  Duiiorcq  a  réceiiinient  énoncé  un  tliéorémc  iiUéjessanl  lehilil'  à  ce  der- 
nier cas  (Comptes  rendus,  l.  CXW  I,  |).  i.jo5). 
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considérations  suivantes  :  on  sait  qu'une  droite  L  peut  se  déplacer  de 
telle  manière  que  tous  ses  points  restent  sur  des  sphères  dont  les 
centres  sont  en  ligne  droite;  ce  déplacement  est  à  deux  degrés  de 
liberté,  de  sorte  qu'on  peut  en  compléter  la  définition  en  astreignant 
la  droite  L  à  une  condition  supplémentaire,  à  celle,  par  exemple,  de 
faire  un  angle  constant  avec  une  direction  fixe  A. 

Ayant  ainsi  défini  le  déplacement  de  la  droite  L,  lions  à  cette  droite 
un  plan  (P)  qui  reste  constamment  parallèle  à  A.  On  voit  immédiate- 
ment que  tous  les  points  de  (P)  décrivent  des  lignes  sphériques,  qui 
se  déduisent  des  lignes  sphériques  décrites  par  les  points  de  L,  au 
moyen  de  translations  parallèles  à  A. 

Nous  dirons  qu'un  tel  déplacement  présente  un  cas  de  demi-dégé- 
nérescence, et  nous  en  donnerons  un  exemple  à  la  fin  de  ce  travail. 

Il  n'est  nullement  certain,  a  pi'iori,  qu'à  part  ces  trois  solutions  du 
problème,  il  existe  d'autres  modes  de  déplacement  dun  plan  qui  satis- 
fassent aux  conditions  énoncées. 

Pour  résoudre  la  question,  nous  supposerons  qu'un  tel  déplacement 
existe  réellement,  et  nous  déterminerons  les  conditions,  de  plus  en 
plus  précises,  auxquelles  doivent  satisfaire  les  éléments  du  système 
constitué  par  le  plan  fixe  et  par  le  plan  mobile. 


II. 

Soient  (P)  le  plan  fixe  et  (P')  le  plan  mobile.  Si  le  déplacement 
cherché  est  possible,  tout  point  m'  du  plan  (P  )  reste  à  distance  inva- 
riable d'un  point  m  du  plan  (P). 

Il  existe  donc,  entre  les  points  du  plan  (P')  et  ceux  du  plan  (P), 
une  correspondance  au  sujet  de  laquelle  on  peut  faire  diverses  hypo- 
thèses : 

1°  A  un  point  m'  du  plan  (P)  correspond  un  point  unique  m  du 
plan  (P),  sauf  peut-être  pour  un  nombre  fini  de  positions  du  point  ///, 
et  réciproquement  ; 

2°  A  un  point  /«'correspond  plus  d'un  point  /;/,  et  réciprcxpienu-nt  ; 

3°  Enfin  à  un  point  ni'  correspond  un  point  unique  ni,  mais  la  réci- 
proque n'a  pas  lieu. 
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(3n  va  voir  que  les  deux  dernières  hypothèses  sonl  inadmissibles. 
Observons  d'abord  que,  si  au  poinl  ni!  correspondent  deux  points  ///, 
et  /«.,  du  pian  (  P),  tels  que  les  dislance  m' m, ,  m'm„  soient  invariables, 
vi'  décrit  une  circonférence  dont  l'axe  est  /;/,  m.^. 

Dans  la  deuxième  hypothèse,  un  point  quelconque  du  plan  (F') 
décrit  une  circonférence  dont  l'axe  est  une  droite  du  plan  (P). 

Dans  la  troisième  hypothèse,  considérons  le  déplacement  inverse 
du  déplacement  étudié;  alors  le  plan  (P')  reste  fixe  et  le  plan  (P)  se 
déplace  de  manière  qu'une  infinité  de  ses  points  décrivent  des  orcou- 
férences  dont  les  axes  appartiennent  au  plan  (P')- 

Ces  points  peuvent  d'ailleurs  occuper  le  plan  (P)  tout  entier,  ou 
être  répartis  sur  une  certaine  courbe  de  ce  plan.  En  tout  cas,  ils  ne 
sont  pas  en  ligne  droite,  car  le  déplacement  direct  du  plan  (P')  se 
réduirait  à  une  rotation  autour  de  cette  droite,  solution  évidente  que 
nous  avons  écartée. 

En  résumé,  si  l'une  des  deuxième  et  troisième  hypothèses  était  vraie, 
un  plan  pourrait  se  déplacer  de  telle  manière  qu'une  infinité  de  ses 
points,  non  en  ligne  droite,  décriraient  des  circonférences  dont  les 
axes  appartiendraient  à  un  plan  fixe. 

Or,  cela  est  impossible. 

Soient,  en  effet,  a!,  b\  c'  trois  points  non  en  ligne  droite  d'un  plan 
mobile  (P'),  qui  décrivent  des  circonférences  dont  les  axes  sont  les 
côtés  du  triangle  fixe  abc,  situé  dans  le  plan  (P  )  (fig.  i  V 


Les  diverses  droites  tracées  sur  la  figure  sont  de  longueurs  inva- 
riables, et  Ton  a  en  abca'b'c'  un  octaèdre  qui  se  déforme  sans 
altération  de  ses  arêtes.  (Nous  avons  déterminé,  dans  un  précédent 
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travail  (^'  ),  les  conditions  auxquelles  peut  avoir  lieu  celle  déformation, 
impossible  en  général.  ) 

Supposons  maintenant  que  le  point  />/',  appartenant  au  plan  (P'), 
décrive  une  circonférence  dont  Taxe  M  est  une  droite  de  (P).  Soit  a 
le  point  où  jM  rencontre  ca.  La  distance  m'jj.  est  invariable  et  il  en 
est  de  même  des  angles  a' h' m',  r>i' b' u.,  ]j.b' c' . 

On  a  alors  en  b' .ca' m' \j.,  b'.ca'c'a,  deux  an^/es  télracdres  à 
faces  de  grandeurs  imariables,  qui  se  déforment  en  ayant  constam- 
ment en  commun  deux  dièdres  adjacents,  à  savoir  b' c  et  b'a'.  Or 
nous  avons  démontré  (-)  qu'une  telle  déformation  est  impossible,  si 
les  faces  des  deux  angles  tétraèdres  ne  sont  pas  égales  deux  à  deux.  Le 
point  m'  appartient  donc  à  la  droite  b' c' ,  et  Ton  voit  tout  de  suite 
qu'il  doit  se  confondre  avec  le  point  //. 

Nous  avons  supposé  que  le  point  [x  était  distinct  des  points  a  et  c. 
Dans  le  cas  contraire,  on  verrait  que  le  point  m'  se  confond  nécessai- 
rement avec  a'  ou  avec  c'. 

Ainsi,  dans  un  plan  mobile,  il  y  a  //-ois  points  au  plus  qui  décrivent 
des  circonférences  dont  les  axes  appartiennent  à  un  plan  fixe.  11  faut 
donc  rejeter  la  deuxième  et  la  troisième  bypotbèses  sur  la  nature  de 
la  correspondance  (pii  existe  entre  les  points  m  et  les  points  w',  et 
adopter  la  première  :  celte  correspondance  est  uniforme  (sauf  peut- 
être  pour  un  nombre  limité  de  points),  et,  comme  elle  est  algébrique, 
elle  résulte  d'une  transformation  birationneUe  de  plan  à  plan,  ou 
transformation  de  Crcinona,  que  nous  désignerons  par  T. 


III. 

Voilà  un  premier  résultat  acquis,  mais  il  est  encore  d'un  caractère 
trop  général.  Pour  le  préciser  davantage,  nous  nous  appuierons  sur 
l'important  théorème  suivant,  dû  à  M.  Mannheim  (_''): 

Lorsque  quatre poiids  d' uni-  droite  nndiih'  resleiit  sur  des  sphères 

(')  Journal  de  Mathématiques  pures  et  appliquées,  1897. 

(-)   Loc.  cit. 

(^)  Principes  et  développements,  etc.,  \u  180. 
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fixes  dont  les  centres  sont  dans  un  même  plan ^  un  point  quelconque 
de  la  droite  décrit  une  ligne  qui  appartient  à  une  sphère  dont  le 
centre  est  aussi  sur  ce  plan.  Les  centres  des  sphères  qui  contiennent 
les  lignes  ainsi  décrites  appartiennent  à  une  conique. 

D'après  ce  théorème,  aux  points  du  plan  (P'),  qui  appartiennent  à 
une  droite,  correspondent  les  points  du  plan  (P),  qui  appartiennent  a 
une  conique.  La  transformation  T  fait  donc  correspondre  à  toute 
droite  du  plan  (P)  une  conique  du  plan  (P).  De  même,  à  toute 
droite  du  plan  (P)  elle  fait  correspondre  une  conique  du  plan  (P). 
On  reconnaît  là  les  caractères  de  la  transformation,  quadratique, 
dont  je  vais  rappeler  les  propriétés  bien  connues  (  '  ). 

Toutes  les  coniques  du  plan  (P'),  qui  sont  les  transformées  des  droites 
du  plan  (P),  passent  par  trois  points  fixes  a',  //,  c',  qui  sont  distincts  en 
général.  De  même,  toutes  les  coniques  du  plan  (P),  qui  sont  les  trans- 
formées des  droites  du  plan(P'),  passent  par  les  points  fixes  a,  b,  c. 

Si  Ton  prend  pour  triangles  de  référence,  respectivement  dans  l.' 
plan  (P)  et  dans  le  plan  (P'),  les  triangles  abc  et  a'b'c',  les  coordon- 
nées normales  de  deux  points  homologues  m{x,y,  z)  et  m'{x',y,  :■') 
sont  reliées  par  les  relations 

Axx'  =  Byy'  =  C;-', 

où  A,  B,  C  sont  des  constantes. 

Un  point  du  plan  (P)  admet,  en  général,  pour  liomologue  un  point 
unique  du  plan  (P').  Il  n'y  a  d'exception  que  pour  les  points  a,  b,  c, 
auxquels  correspondent  respectivement  tous  les  points  des  droites  i^'c', 
c'a',  a'b'.De  même,  aux  points  a',b',c'  correspondent,  respectivement, 
tous  les  points  des  droites  bc,  ca,  ab. 

Enfin  la  conique  du  plan  (P'),  qui  est  la  transformée  d'une  droite 
du  plan  (P),  se  décompose  quand  cette  dernière  passe  par  l'un  des 
sommets  du  triangle  abc.  Ainsi  une  droite  D,  passant  par  le  point  a, 
se  transforme  en  deux  droites  dont  l'une,  b' c' ,  correspond  tout  entière 
au  point  a,  et  dont  l'autre,  qui  passe  par  le  point  a',  correspond  point 
par  point  à  D. 


Pt  V.  Salmox,  Hiitlier  plane  Canes.  Cb.  MU. 

Journ.  de  Math,  (h'  série),  tome  IV.  -  Fasc.  I\  ,  lS9^. 
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Les  points  a,  i,  c,  avons-nous  dit,  sont  distincts,  en  général.  Il  peut 
cependant  arriver  que  deux  d'entre  eux,  ou  même  tous  les  trois, 
soient  confondus.  Dans  tous  les  cas,  il  existe,  dans  le  plan  (P),  au 
moins  un  point  a  (trois  au  plus)  auquel  correspondent  tous  les  points 
dune  droite  située  dans  le  plan  (P),  et  toute  droite  issue  du  point  a 
a  pour  transformée  une  droite  du  plan  (P')  qui  passe  par  un  point 
fixe  a'.  Ce  point  a' joue,  dans  le  plan  (P'),  le  même  rôle  que  le  point  a 
joue  dans  le  plan  (PV 

IV. 

Appliquons  ces  considérations  au  déplacement  qui  fait  lobjet  de 
cette  étude  :  marquons  dans  le  plan  (P)  et  dans  le  plan  (P')  le  point 
a  et  le  point  a' ,  puis  traçons  la  droite  D'  qui  correspond  tout  entière 
au  point  a  et  la  droite  D  qui  correspond  au  point  a'  {fiii-  ■-^). 


Soient  enfin  ap  et  aq  deux  droites  quelconques  issues  du  |>oint  o, 
a'p'  et  a'q'  les  droites  correspondantes  du  plan  (P'). 

Tous  les  points  de  la  droite  p' q'  restent  à  des  distances  invariables 
du  point  a;  par  suite,  ap'  et  aq'  sont  des  droites  de  lonj^ueurs  con- 
stantes. Il  en  est  de  même  des  droites  a'p  et  a' q. 

On  a  donc  en  apq,  <^pqi  o-'p'q  ■,  (^P'q'  "'>  système  de  (juatre 
triangles  de  grandeurs  invariables,  articulés  aux  points  a,  d ,  et  sui- 
vant les  droites/)^,  p' q'.  Ce  système  doit  se  déformer  dans  les  condi- 
tions suivantes  :  si  am  est  une  droite  quelconque,  menée  par  le  point  a 
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dans  lo  plan  abc,  et  liée  à  ce  plan,  il  existe  une  droite  a' m' .  menée 
par  le  point  a'  dans  le  plan  a! h' d  et  liée  à  ce  plan,  telle  que,  pendant 
la  déformation,  un  point  quelconque  de  am  reste  à  distance  invariable 
d'un  certain  point  de  dm'. 

Je  transformerai  encore  cette  condition  en  faisant  intervenir  une 
propriété  élémentaire  du  quadrilatère  gauche  articulé. 

Soit  {Jig.  3)  ama' m'  un  tel  quadrilatère.  S'il  se  déforme  de  telle 
manière  que  deux  points,  n   et  n    appartenant  respectivement  aux 


côtés  opposés  am.,  a' m\  restent  à  distance  invariable  l'un  de  l'autre, 
il  existe  une  relation  linéaire  entre  les  carrés  des  diagonales  aa 
et  mni . 

Posons  en  effet 

an  =  a,  nm  =  p,  m' n  =^  ^',  tl  a'  ^  a', 

on  a,  d'après  une  propriété  bien  connue  (théorème  de  Stewart), 

'^        a' nm'   -t- S'/ifl' 
fin     = ; — 

puis 


/+?' 


A-., 


? 


7.  °'" 


A-3, 


na    =  - — 5  +  A'i, 


en  désignant  par  A,,  k\,  A^,  k,  des  quantités  constantes,   hn  rem- 
plaçant, dans  l'expression  de  nn'  ,  nm'    et  na'    par  leurs  valeurs,  il 
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vient 

;-         y-i'  mm'    -+-  jjp'art'  7 

f  ,\  lin       ^ ^rr- — ; 7777—    "+"   '"'  1 

d'où  une  relation  de  la  forme 

(2)  Amin'   -\~Baa'  +  C  =  o. 

Réciproquement,  si  le  quadrilatère  se  déforme  de  manière  que  la 
relation  (2)  soit  satisfaite,  un  point  quelconque  deaw  reste  à  distance 
invariable  d'un  certain  point  de  a' m' .  En  effet,  on  peut  identifier  (t ) 

et  (2)  en  se  donnant  arbitrairement  le  rapport  ô- 

Ce  théorème  se  rattache  à  la  théorie  de  Vhyperholoïdc  articulé  de 
M.  Greenhill,  théorie  qui  a  fait,  comme  on  le  sait,  l'objet  d'études 
approfondies.  Je  me  contente  d'indiquer  ce  point,  étranger  à  la  ques- 
tion traitée  ici. 

Revenons  à  la  fig.  1.  Le  cjuadrilatère  ama' m'  se  déforme,  avons- 
nous  dit,  de  manière  qu'un  point  quelconque  de  am  reste  à  distance 
constante  d'un  certain  point  de  a' m'  :  on  a  donc,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, une  relation  linéaire  entre  les  carrés  des  longueurs  aa'  et  mm'  . 

On  en  conclut  donc  ceci  :  le  système  des  quatre  triangles  apq, 
a'pq.,  a' p' q' ,  ap'q\  doit  pouvoir  se  déformer  de  manière  que, 
m  étant  un  point  quelconque  de  pq,  il  existe  sur  p'  q'  un  point  cor- 
respondant m'  tel  que  Von  ait  une  relation  linéaire  entre  aa'    et 


Nous  supposerons  d'abord  que  les  éléments  de  la  fig.  2  sont  tous 
de  grandeurs  finies. 

Des  conditions  auxquelles  doit  satisfaire  notre  système  de  quatre 
triangles,  conservons  seulement  celle-ci  :  on  doit  avoir  une  relation 

linéaire  entre  pp    et  aa'  . 

La  déformation  est  alors  [)ossiblc  et  dépend  d'un  seul  paramètre 
arbitraire. 
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En  efl'ct,  donnons-nous  la  longueur  aa!  ^=  x,  ce  qui  fait  connaître  la 
longueur  pp' .  On  peut  construire  successivement  les  trois  tétraèdres 
aa'pq,  aàpp\  aa' p' q\  dont  toutes  les  arêtes  sont  connues. 

La  construction  de  chaque  tétraèdre  est  possible  de  deux  manières, 
qui  diffèrent  par  Torientation;  do  la  sorte,  à  une  valeur  de  x  cor- 
respondent huit  déterminations  du  système  (qui,  naturellement, 
sont  deux  à  deux  symétriques).  Ces  déterminations  dépendent  donc 
d'une  équation  du  huitième  degré,  dont  les  coefficients  sont  fonctions 
de  X. 

Pour  Tune  au  moins  de  ces  déterminations,  il  faut,  d'après  la  forme 

donnée  à  l'énoncé  du  problème,  que  mm'  soit  une  fonction  linéaire 
de  X-  à  coefficients  constants,  m  et  m'  étant  deux  points  correspon- 
dants quelconques  de  pq  et  p'  q' . 

On  pressent  que  toutes  les  déterminations  ne  peuvent  satisfaire  à 
cette  condition,  et  que,  par  suite,  l'équation  du  huitième  degré  dont 
il  est  parlé  plus  haut  doit  se  décomposer.  Mais  il  faut  donner  à  cette 
idée  une  forme  plus  nette.  Nous  y  parviendrons  à  laide  des  considé- 
rations suivantes  : 

1°  En  aucun  cas,  la  détermination  du  tétraèdre  aa' pq  ne  peut 
être  rationnelle  en  x. 

La  démonstration  même  de  cet  énoncé  en  précisera  le  sons  :  nous 
connaissons  toutes  les  arêtes  du  tétraèdre  adpq\  l'une  d'entre  elles, 
aa',  est  égale  à  x.  Pour  le  construire,  fixons  la  face  apq.  Le  point  d  se 
trouve  alors  sur  une  circonférence  dont  l'axe  est  pq^  et  la  position  du 
point  a'  sur  cette  circonférence  correspond  uniformément,  comme  on 
sait,  à  la  tangente  de  la  moitié  du  dièdre  pq.  Pour  que  le  tétraèdre 
fût  déterminé  rationnellement  en  fonction  de  x,  il  faudrait  que  cotte 
tangente  fût  une  fonction  rationnelle  de  x. 

Or  il  est  aisé  de  voir  que  cela  est  impossible;  abaissons  en  effet  sur 
pq  les  perpendiculaires  ai  et  a'/,,  désignons  par  h,  /*,,  k  los  lon- 
gueurs connues  a/,  a'/,,  /Y,  et  soit  enfin  o  le  dièdre  />y.  On  a 

x'-  =  k'-  -h  //-  4-  h\  —  ■xlih.  coso. 
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d'où 

I  —  lans"  -         ,,       ,,,       ,  -, 

"    2         k--^  li-^  li-i  —  X- 

coso  ^  =  — 


I  4-  lang-  - 

on  tire  de  là 

-k^—(h  —  h,y- 


lancr-  -  = 


X^+A-2-H(/i-+-A,)- 


II  faudrait  que  le  second  membre  fût  le  carré  d'une  fonction  ration- 
nelle en  X,  ce  qui  exigerait 

A-  +  (^  -  /i,y'=^k--h{h-hh,Y, 

d'où 

//A,  =  o. 

ce  qui  n'a  pas  lieu  (' ). 

2°  Étudions  à  présent  la  détermination  du  tétraèdre  aa'pp  .  La 
question  est  analogue  à  la  précédente  ;  la  différence  se  trouve  dans  le 
fait  qu'il  y  a  maintenant  deux  arêtes  variables,  aa'=  x  et  pp',  reliées 
à  la  première  par  une  relation  de  la  forme 

pp'  =  laà  -H  m. 

On  peut  faire  sur  cette  détermination  deux  hypothèses  : 
1°  Ou  bien  elle  est  rationnelle  en  x;  il  n'est  pas  difficile  de  montrer 
que  ce  fait  est  impossible,  par  un  raisonnement  analogue  au  précédent, 
bien  qu'un  peu  plus  long.  Mais  cela  n'est  pas  utile,  comme  on  le  verra 
parla  suite; 

2°  Ou  bien  elle  est  irrationnelle  en  x;  on  peut  alors  se  demander  si 
celte  détermination  ne  dépendrait  pas,  pour  un  choix  convenable  des 
éléments  de  la  figure,  d'un  radical  identique  à  celui  dont  dépend  la 
détermination  du  tétraèdre  aa'pq\  il  y  aurait  correspondance  uni- 
forme entre  les  deux  tétraèdres,  et  le  premier  étant  choisi,  le  second 
serait  déterminé  sans  ambiguïté. 

(')  Pour  abréger  une  élude  déjà  longue,  j'admets  ici,  sans  démonslralion,  un 
résultai  que  le  lecteur  pourra  établir  sans  peine,  à  l'aide  de  raisonnements  loul 
à  fait  analogues  à  ceux  employés  dans  le  texte. 
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Posons 
ap^p,       aq  =  q,       a'p=-p,,       a'q  =  q,,       ap=p,,       a' p' =  p  . 

Soient  aussi  9  et  ■]>  les  dièdres  en  aa  des  tétraèdres  aa'pq  et  aa'pp'. 
La  formule  fondamentale  de  la  Trigonométrie  sphérique,  appliquée 
à  Taniîle  trièdre  en  a  du  tétraèdre  aa'p y,  donne 

cospaq  =  cos/jaa'  cos  qaa'  -f-  sin/jaa'  sin  ^aa'  coso. 

Les  termes  cospaq,  cospaa' ,  cos  qaa  sont  ou  bien  des  constantes, 
ou  bien  des  fonctions  rationnelles  de  x.  On  a,  par  exemple, 

-^^,         jr- -+ p'' —  p'\ 

cospaa  = 

'  -ipjc 

On  voit  ainsi  que  cos5  est  le  quotient  d'une  fonction   rationnelle 
de  X  par  l'expression 

s'inpaa'  sin  qaa  . 
Mais  on  a 


sinpaa'  =  ^sJ{x-\-p  +p,)(x  -^ p  - p,){x  +  p,  -  p)(p  +  />,  - x), 
et  de  même 


sin  qaa   =  ^^  sl{x+q  +  q,)(x  -+-q-  q,){x  +  q ,  -  q)  {q  -f-  q,  —x). 

Donc  coso  est  le  quotient  d'une  fonction  rationnelle  de  x  par  1  ex- 
pression 


v/ 


I  (x  -h  p  -h  p,)(x  -^ p  -  p,)(x  +  p,  -p){p  +  p,-x) 

(  (x  -\-q  -h-  q,){x  +  ry  -  q ,)(X  +  q,  -  q){q  +  7,  -  ■'.■  ) 


On  voit  de  même  que  cos'|  est  le  quotient  d'une  fonction  ration- 


/(22  RAOUL    BRICARD. 

nelle  de  ,r  par  l'expression 


/j  (x  +  p  -h p,)(x  +  p  - p,)(.v  +  p,  -  p)(p  -h p,  -  x)  |_ 

y  i  (x-^p' + p\){x + p'-p\)(x  -+- p\ - p'){p'-^p\—x)  \ 

Si  tang^  et  tang-  dépendaienl  du  même  radical,  il  en  sérail  de 
même  a  fortiori  de  coso  el  cos'|,  et  les  deux  radicaux  écrils  ci-dessus 
devraient  être  identiques.  Il  faudrait  pour  cela  cjue  les  ciuanlilés 


tussent  égales,  à  Tordre  près,  aux  cjuantités 

P'-^p'n     P'~P\'     P\-P'- 

Remarquons  à  présent  cjue  les  points  p  cl  q  sont  deux  points  rjucl- 
conques  de  la  droite  D;  ayant  placé  arbitrairement  le  point/),  on  peut 
supposer  le  point  q  choisi  de  manière  que  les  égalités  en  question 
n'aient  pas  lieu.  En  cilet,  s'il  en  était  autrement,  le  point  q  pourrait 
se  déplacer  sur  la  droite  D,  de  manière  qu'on  ait 

y  4- ^1  =  const.,  y  — y,  =  const., 

d'où 

y  =  const.,  5r|  =  const., 

ce  cjui  est  absurde. 

Nous  pouvons  donc  conclure  cju'//  n'existe  pas  de  correspondance 
uniforme  entre  les  tétraèdres  aà pq  et  aa'pp  . 

D'après  cela,  si  l'on  construit,  pour  une  valeur  donnée  de  x,  le  té- 
traèdre aa'pp',  les  deux  positions  que  peut  occuper  le  point  q  sont 
als:éhriquement  inséparables.  11  en  est  de  même  des  deux  positions 
que  peut  occuper  le  point  q'.  Si  l'on  désigne  alors  par  q,  et  q,  les 
deux  positions  du  point  y,  par  q\  et  q.,  les  deux  positions  du  point  q  , 
toute  propriété  du  système  (q,,  q\)  appartient  aussi  au  système 

D'une  façon  plus  précise,  on  peut  former  une  équation  du  second 
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degré 

(  i)  A  A- -h  Ba  h-  C  =  o, 

aux  racines  de  laquelle.  A,  cl  A^,  correspondent  unil'ormément  les  deux 
positions  du  point  q,  quand  on  a  construit  le  tétraèdre  aa'pp'  \K  dé- 


signe, par  excnij)le,  lany  ^  j-  De  niéinc,  les  tleux  positions  du  point  y 
correspondent  uniformément  aux  racines  A,  et  a!,  de  l'équation 

(2)  A' A'-  4   n  A' -+-(:' =  0. 

Les  coefficients  A,  D,  C,  A',  B',  C  des  équalions  (\)  et  (2)  soûl 

des  fonctions  rationnelles  de  x  et  de  tang-,  ou  bien,  en  employant  le 

langage  de  la  Théorie  des  équations,  appartiennent  au  (luniaiiic  de 

rationalité  (j:,  tang-J-   D'après  ce   qu'on  vient  de  dire,   ces  deiiv 

équations  sont  irréductibles  dans  ce  domaine. 

Supposons  alors  qu'une  certaine  propriété  des  points  y,  et  y,  s'ex- 
prime par  une  relation,  rendue  rationnelle,  enlre  les  racines  X,  et  A', 

O)  o(a,,a;)=o, 

et  dont  les  coefficients  appartiennent  au  domaine  de  rationalité  pré- 
cédemment défini.  Les  équations  (2)  et  (3)  ont  une  racine  commune  A,; 
il  s'ensuit  que  leur  résultant  est  nul,  et  l'on  a 

les  coellicients  de  •]>  appartenant  loujours  au  même  donuiine  de  ratio- 
nalité. L'équation  précédente,  satisfaite  par  une  racine  de  l'équa- 
tion (1),  irréductible  dans  ce  domaine,  doit  être  satisfaite  aussi  par 
la  seconde  racine  \.^  de  la  même  équation.  On  a  donc 

|(A,)  =  o, 
Journ.  de  Matli.   (.'>•  strie,  lome  IV.  —  Fasc.  IV,  i8()S.  54 
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et  réquation 

9(Aj,>.')  =  o 

a  une  racine  commune  avec  Téquation  (2).  Si  cette  racine  est  >.'^, 
on  a 

cl,  par  suite,  la  propriété  qu'on  a  supposée  appartenir  au  système 
(q,,g')  appartient  aussi  au  système  {q.,,q'.,).  Si  la  racine  commune 
est  X', ,  on  a 

9(/v,,  X',)  =  o, 

réquation  (i)  et  l'équation 

o(A,A',)  =  o 

ont  deux  racines  communes.  En  répétant  le  même  raisonnement,  on 
verra  que  ces  deux  racines  appartiennent  aussi  à  l'équation 

9(a,a;)  =  o. 

Dans  ce  dernier  cas,  la  même  propriété  appartient  aux  qualrr  couples 
de  points 

(y.' y.)'    (q-i^f/d^    (y- y'.'-    Cy^-y'. >• 

Quoi  qu'il  arrive,  la  proposition  énoncée  plus  liaul  se  trouve  établie. 
Revenons  alors  au  système  des  quatre  triangles.  D'aj)rès  les  condi- 
tions dans  lesquelles  ce  système  doit  se  déformer,  qq  doit  èlie  une 
fonction  linéaire  de  ar-,  à  coefficients  constants,  q  et  q'  étant  convena- 
blement choisis  parmi  les  positions  que  ces  points  peuvent  occuper. 
11  résulte  des  développements  précédents  que,  si  Ton  a 

qyq\    =  II- -h  m, 
on  a  aussi 

q2q.,    =  /x*  -+-  m, 
et,  [lar  suite, 

y.y.  =  y^y'- 
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(]cci  nous  conduit  à  un  résultat  d'un  énoncé  fort  simple  :  Projetons 
le  système  sur  un  plan  perpendiculaire  à  la  droite  aa'  {fig.  4)-  Les 
plans  aa'p,  aa' p'  ont  pour  projections  deux  droites  ap^  ap .   Les 


points  ^,  et  ^o  se  projettent  en  deux  points  symétriques  par  rapport 
à  a/j,  et  les  points/^',  et  y.,,  en  deux  points  symétriques  par  rapport 
à  ap' .  Les  droites  q^q^  et  ^>?2  ®*^'^''  égales  dans  l'espace  et  font  le 
même  angle  avec  le  plan  de  projection.  Elles  sont  donc  égales  aussi 
en  projection. 

On  a,  par  suite,  en  q^aq\,  q.^aq'.-,  deux  triangles  égaux.  Si  ces  deux 
triangles  étaient  inversement   orientés  (/ï-g.  5),  on  voit  sans  peine 


que  les  points  p,  a,  p'  seraient  en  ligne  droite,  et  le  dièdre  en  aa'  du 
tétraèdre  aa'pp'  serait  constamment  égal  à  o  ou  à  -,  ce  <|ui  est 
inadmissible.  Il  faut  donc  que  ces  deux  triangles  soient  orientés  de 
même,  comme  sur  Xa  Jlg.  4-  On  alors 


d"où 


et 


q,aq^  =(j.,aq.,, 
q,aq.,  =q\aq[^ 
q,ap  =  q^ap\ 
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Lo  qui  sexprinic  ainsi  :  pendant  la  déforntalion,  les  dièdres  en  ad 
des  icli-aèdi-cs  aa'pq,  aa' p' q'  sont  conslamnienl  c^aux. 

Il  faut  ajouter  qu'une  rotation  du  même  sens  doit  amener  lo  plan 
apd  sur  le  plan  aqa\  et  le  plan  apd  sur  le  plan  aq  a! . 

Le  dièdre  en  ad  du  tétraèdre  ad pq  est  celui  que  nous  avons  déjà 
désigné  par  o.  On  a  vu  que  coso  est  le  quotient  d'une  fonction  ration- 
nelle de  X  par  l'expression 


v/| 


(X  +  /J  -H  p,){x  -^  p—  pM-T  -hp,—  p)(p  -(-/),  —  X  )    I 

{x -hq  -h  q,)(^'.'  -+-  y  —  ^.)(i'  ^-  y.  —  g){q  ■+- -Zi  —  •*' '  ' 


De  même,  en  appelant  ]/  le  dièdre  en  aa    du  tétraèdre  aa  pq  , 
cos'l'  est  le  quotient  d'une  fonction  rationnelle  de  x  par  l'expression 


i/l 


(x-  -^ p' -+-  p\){x  -f-  p  -  p\  ){x  ^ p\  -  p')(p'  -h p\  -  x)  ] 

{x  +  q'^  q\){X  +  q  -  q\)(X  +  </,  -  q'  ){q-  +  r/,  -  x)  j" 


Appelons  (^  et  R  les  deux  polynômes  du  huitième  degré  qui  lîgureni 
sous  les  radicaux  précédents.  On  peut  supposer  qu'aucun  d'eux  ne 
contient  de  facteur  qui  soit  carré  parfait,  car  cela  entraînerait  entre 
les  p  et  q,  ou  entre  les  p'  et  q'  des  relations  que  ion  peut  supposer 
nètre  pas  satisfaites,  puisque,  nous  le  répétons,  le  choix  des  points  p 
et  q  sur  la  droite  D  est  arhitraire. 

Cela  posé,  légalité 

COSv  =  COS']/ 

cnlraine  la  suivante 

V    li  ,.  .  11         1 

—=  =  tonclioti  rationnelle  de  ./■, 

(1  où  I  on  lue  aisément 

{)]{  =  cai'i'é  d'une  fonction  rutionnelle  de  ./;. 
=  carré  d'un  polynôme  en  ./•. 

Comme  i)  cl  U  n'ont  [»as  de  facteurs  carrés  pailaits.  il  laiil  que  ces 
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deux  polynômes   soient  identiques.  En   écrivant  que  leurs   facteurs 
linéaires  sont  éijaux  deux  à  deux,  on  voit  que  les  quantités 

/j-t-/j,,    p-p,.    q-^q,,    q-'h 

et 

//  +  //,,       ±{p'-p\),      q'^q\,       ±{q'-q\) 

tonnent,  à  Tordre  près,  deux  suites  identiques. 

Toujours  à  cause  du  choix  arbitraire  des  points  p  et  q,  on  ne  doit 
pas  écrire  d'égalité  où  figurent  à  la  fois  des  p  et  des  q.  Il  faut  aussi 
remarquer  que  les  quantités  p  et  q  étant  essentiellement  positives, 
p-^  p,  est  toujours  supérieur  à  la  valeur  absolue  de  p  —  p,,  etc.  Il  ré- 
sulte de  ces  deux  considérations  que  les  seuls  systèmes  possibles  d'éga- 
lités sont  les  suivants  : 


n: 


(II) 


(111) 


(IV) 


p^p<  =  p'  +  p,^  q  +  q<  =  q'-^q,^ 

p-  p^=p'-p\^  q  —  q^  =  q'-q\^ 

d'où 

P  =  p\      p,  =  p\,  q  =  q',       q>  =  q\ 

p^p<  =  p'  ^p\'  q  +  q,=q'^-q\, 

p  -  /'.  =  /'',  -  p'^  q  -  7t  =  q\  -  q'^ 

d'où 

/,  =  //,,       p,=p\  q=--q\.       q.^q 

p  +  /'.  =  p  +  p\ ,  q-^q^  =  q  ^  y, , 

P  -  /J,  =  //  -  //, ,  q  -  y,  =  y,  -  y  , 
d'où 

p=p^      Pi  =  p',>  q  =  q\^       q^==q 

p+p,=p  -+-  p\ ,  q  +  q,  =  q'  +  '/', , 

p  -  /',  -=  p\  -  /'  ,  q  -  q,  =  q',  -  q\ 
d'où 
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On  peut  se  dispenser  d"e.\aminer  les  systèmes  (III)  et  (I\  ). 
En  effet,  lorsque  le  point  q  vient  à  se  confondre  avec  le  point  p.  \v 
point  q  doit,  en  même  temps,  se  confondre  avec  le  point  q. 
En  d'autres  termes,  les  égalités 

q^p,       q^  =  ih 

entraînent  les  suivantes  : 

D'après  cela,  le  système  (III)  ou  le  système  (IV)  ne  peuvent  être 
satisfaits  que  si  l'on  a 

/'=/>,  =  />'  =  />.. 

fi  =  q^  =  q  =q\^ 

et  les  quantités  satisfaisant  à  ces  égalités  satisfont  à  chacun  des  sys- 
tèmes (I)  et  (II).  Il  n'y  a  donc  lieu  de  retenir  que  ces  deux-là  et  nous 
allons  les  examiner  successivement. 


M. 

Commençons  par  étudier  le  système  des  égalités  (I). 

Les  quatre  triangles  sont  représentés  de  nouveau  (fig-  G).  On  a 

f//)  =   ap=p,  aq  ^=   aq  =  q^ 

ap^=ap—pt,         aq  =  a'q=qf. 

(Jlomme  les  dièdres  en  aa  des  deux  tétraèdres  aa'pq,  aa  p  q 
doivent  être  égaux,  on  voit  immédiatement  que  ces  deux  tétraèdres 
eux-mêmes  sont  égaux  :  le  second  résulte  de  la  rotation  du  premier 
autour  de  aa'  d'un  certain  angle  o. 

A  chaque  système  de  valeurs  des  paramètres  ç-  et  aa^=x  corres- 
pond une  position  de  la  figure  formée  par  les  quatre  triangles. 

Faisons  maintenant  intervenir  la  condition  à  laquelle  doit  satisfaire 
le  système  articulé  :  il  faut  que,  w,  /?<  étant  deux  points  corrcspon- 
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(laiils  quelconques  de  pq  et  de  p' q' ,  la  déformation  soit  telle  que  l'on 
ait  une  relation  linéaire  entre  mm'   et  aa'  . 


Nous  devons  rechercher  s'il  est  possible  d'établir,  entre  j:  et  o,  une 
relation  telle  que  cette  condition  soit  remplie. 

Il  est  clair,  tout  d'abord,  que  les  points  ///  et  m  sont  homologues 
sur  les  deux  tétraèdres  égaux  aa'pq,  aa'p'q'  :  en  effet,  les  dièdres  en 
aa'  des  tétraèdres  aa'pm,  aa' p' m'  doivent  être  égaux.  On  a  donc 

am  =  am'  --=  m,  a' m  =  a' m'  =  m, . 

Kn  outre,  le  dièdre  en  aa'  du  tétraèdre  aa' mm'  est  égal  à  cp. 

Calculons  mm'  .  Abaissons  à  cet  effet  sur  aa'  les  perpendiculaires 
/ni,  mi.  L'angle  mim-'  est  égal  à  ç  et  l'on  a 

mm'  =  mi  -+-  mi  —  am/.m'/coscp  =  imi  {i  —  coscp). 

Le  triangle  ama'  fournit  de  plus  l'égalité 

.'-         (,r  -+-  m  -+-  mi){,v  -h  m  —  «t,)  (x  +■  m,  —  m  ){m  -h  »;, —  .»;) 

mi    = 7 — : 

!iX- 

—  x' -i-  a  (  in^  -+-  in\ )^x-  —  (  rn^  —  "*; )' 

__  _  __ 
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Substituant  cette  valeur  dans  Tcxpression  de  mm'  ,  et  égalant  à 
une  fonction  linéaire  de  .r^,  on  trouve  la  relation  qui  doit  exister  entre 
X  et  '^  : 

(4) — —  (l  —  COSÇi)  =;  Ax-  -+-  h. 

Soient  n  et  //  deux  autres  points  correspondants;  ils  donnent  lien 
à  la  relation  analogue 

(  O  )  ^ -; ^ —  (  I  —  COSO  )  =  L.X-  ->r-   V). 

Il  faut,  pour  que  la  déformation  soit  possible,  que  les  relations  (4) 
et  (  j)  définissent  le  même  angle  o  en  fonction  de  x.  Cela  exige  que 
Ion  ail  identiquement 

y,..  — .t' -1-  2  (/»--(-  rn\)- .1- —  {m- —  m])-  A.r^+  B 

Une  telle  identité  ne  peut  avoir  lien  que  si  les  polynômes  bicarrés 
qui  figurent  an  premier  membre  ont  un  facteur  commun  du  second 
degré.  En  comparant  leurs  facteurs,  et  en  tenant  compte  de  Tindé- 
pendance  des  points  m  et  n,  on  voit  que  ce  fait  se  présente  au  seul  cas 
où  Ton  a 

m  =z  /Ui,  n  =  /i ,. 

On  a  alors  aussi 

/>  =  /',.         7  =  7.- 

/^es  quatjc  li-ianiilcs  de  la  fii:^.  (>  fiont  l'-iiaii.r. 

Faisons  m^m,,   n  =  n,   dans  l'égalité  ((")),  et  itleuliliotis.  Il  \irril 

A  =  /,-,  li  =  —   d.im-  4-  /«■;), 

A  «'tant  une  eonstanic  ind('-|)riidanli'  de  la  position  du  point  ///. 
La  relation  (  ])  devient  alors 

(  I  —  cos ç,  )  =  /,■  I  ./,•-  —  :> (  m-  -+-///;)  | . 
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OU 

COSO  =1+  2A. 

Ainsi  l'angle  o  est  do.  grandeur  constante 

Réciproquement,  supposons  que  les  quatre  Irianiiles  de  la  /ig.  G 
soient  é<,'aux  {ap  —  ap  =  a  p  =  a' p' ,  aq  =  oy'=  à q  =  a'q'),  que  la 
ligure  formée  par  les  triangles  apq,  a'pq  soit  superposable  à  celle 
formée  par  les  deux  autres,  et  qu'enfin  le  système  se  déforme  de  telle 
manière  que  les  plans  aa'p,  aa'p'  fassent  entre  eux  un  angle  con- 
stant o;  dans  ces  conditions,  un  point  quelconque  du  plan  de  l'un 
des  triangles  reste  à  dislance  imariable  d'un  point  convenable- 
ment déterminé  sur  le  plan  du  triangle  opposé. 

Soit  en  effet  //t  un  point  quelconque  de  la  droite  y;y,  et  m'  le  ])oinl 
de  la  di-oite  p  q  tel  que  mp  =  m'p'.  La  figure  ania'm  constitue  un 
quadrilatère  gauche  articulé  dont  les  côtés  ont  même  longueur  m.  Si 
l'on  désigné  par  i  le  milieu  de  aa',  les  droites  mi,  mi  sont  per|)<>ndi- 
culaires  à  aa',  et  Tangle  en  i  du  triangle  mini'  est  égal  à  o. 

On  a  donc 

/  2' 

mm    =inn  (  r  —  coso  )  =  i  \ ///- —  ]i^  —  co^o), 

ou 

;-         I  —  C0S3 ;'-  ,  .       „ 

mm    H -aa    =  2(1  —  cosc  )//?  . 

Il  existe  donc  une  relation  linéaire  entre  mm'  et  aa!  ,  diagonales  du 
quadrilatère  ama'm';  d'après  le  lemme  utilisé  plusieurs  fois,  on  en 
conclut  que  tout  point  de  am  reste  à  distance  imariable  d'un  point 
comenablement  choisi  sur  a'  m! ,  et  réciproquement.  Comme  eidin  le 
point  m  est  pris  arbitrairement  sur /j^,  la  proposition  se  trouve  établie. 

Si  l'on  fixe  le  triangle  apq,  on  peut  donner  une  nouvelle  délinitiou 
du  déplacement  du  triangle  apq. 

i\ous  pouvons  d'abord  supposer  que  les  points  p  et  q  sont  clioisis 
de  telle  manière  que  l'on  ait  ap  =  aq.  Joignons  alors  le  point  /  au 
point  de  rencontre  des  droites  pq,  p'q',  et  soit  L  la  droite  obtenue. 
On  reconnaît  immédiatement  les  propriétés  suivantes  : 

i"  Les  points  a,  p,  q  sont  respectivement  symétriques  des  points  a' , 
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/?',  //'  par  rapport  à  la  droite  L.  Kn  d'aulres  termes,  le  lriaiij;le  a  q  p' 
se  déplace  de  manière  à  rester  coiistaiumcnl  symétrique  du  triaui;Ie 
apr/  par  rapport  à  la  droite  L,  de  sorte  que,  pour  déliuir  le  déplace- 
uirut  du  premier  triangle,  il  suffit  de  définir  le  déplacement  de  L. 

■_•"  m  étant  le  milieu  de  pcj,  le  plan  a/fi  est  perpendiculaire  an  plan 
apf/  et  le  point  /décrit  dans  ce  plan  une  circonférence  décrite  siu'  an/ 
coiuuie  diamètre  ; 

■>"  Enfin  la  droite  L  rencontre  pq  cl  fait  avec  celte  droite  un  anf;lc 
nu)ilié  de  Fangle  (pq,  p'ç')'-,  "'''is  ce  dernier  angle,  égal  au  supplé- 
ment de  l'angle  <f,  est  constant. 

On  peut  donc  définir  ainsi  qu'il  suit  le  déplacemeni  delà  droite  L 
cl  celui  du  triangle  a'p' q'. 

Soii'/il  apq  un  ti-ianglc  Jixr,  tu  la  projccl'ioit  ilu  point  a  sur  //■ 
rôle  pq,  C  un  cercle  décril  sur  ani  comme  diamètre,  dans  un  plan 
perpendiculaire  au  plan  apq.  Une  droite  L  se  déplace  en  s' appuyant 
sur  le  cercle  G  et  sur  la  droite  pq,  que  de  plus  elle  rencontre  sous 
un  angle  constant. 

Si,  pour  chaque  position  de  L,  on  construit  le  triangle  a' q' p' , 
symétrique  du  triangle  apq  par  rapport  à  i-cllc  droite,  ce  triangle 
d' q' p'  se  déplace  de  telle  manière  que  tous  les  points  de  son  plan 
décrixenl  des  lignes  sp/iériques  dont  les  centres  appaitiennent  au 
plan  apfj. 

Nous  retrouverons  plus  loiu  ce  déplacemeul  pai'  une  uu'thodi'  ipii 
permettra  de  donner  à  son  sujet  (juelques  diMalis  ((implémentaires. 
Indiquons  cependant  tout  de  suite  comment  nn  jieul  le  réaliser  au 
moyen  d'un  modèle  facile  à  construire. 

Hcporlons  (fîg-  7)  les  triangles  de  la  Jig.  <>  «M  c(uisliuisous  les 
parallélogrammes  aqpr,  ap' q'r\  a' qps,  et! p  q' s' . 

Les  angles  /■«/•',  sas\  égau.v  tous  deux  à  l'angle  des  di-oitrs  /^y,  p  ([' . 
sont  constants  j)onr  cette  i-aison,  et,  par  suite,  les  triangles  rar\  sa' s 
sont  invariables. 

On  peut  donc  construire  ces  tiiaugles,  ainsi  (pu'  les  ipialre  |iarall(''- 
logrammcs  désignés  ci-dessus,  en  les  découpant  dans  du  carton.  Ou 
assemblera  ensuite  ces  six  polygones  au  moyeu  de  charnières  de  jjapier 
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goiniiir  et  le  sysl^ino  ailiculé,  constiliu-  do  ccUo  iuaiii('-rv,  jouil  de 
celle  propriélé  que,  pciidanl  sa  di-formalioii,  les  points  du  \i\nn  aqpr 
reslenl  tous  à  des  dislances  constantes  de  points  de  la  face  f/'/Zy-s', 


qui  leur-  correspondenl  un  à  un.  On  met  le  fait  en  évidenc-  en  reliant 
les  points  correspondants  par  des  (ils  qui  reslenl  tendus  pendant  la 
dél'ornialiou. 

Voici  maintenant  comment  on  déterminera  les  points  coirespon- 
danls.  Soit  a  un  point  du  plan  aqpi;  dont  on  veut  déterminer  le  cor- 
respondant a  dans  le  plan  a  p  q  s' .  Menons  la  droiteoa  <pii  rencontre 
en  m  la  droite  pq.En  prenant  sur  p  q'  la  longueur  p'ni  =piu,  le 
point  a'  se  trouve  sur  la  droite  a  m' ,  cl  sa  position  sur  cettr  (hniti-  est 
déterminée  par  la  relation 


m  a  .  //!  a 


1  H-  COS'I; 


■l  désiiiiianl  l'angle  /•«/•',  c'est-à-dire  le  supplément  de  I";ini:l<'  que  nous 
axons  précédemment  désigné  par  o.  On  lire  de  là 


ma  —  av.  sin-  - 


relation  (pii  permel  de  déterminer  racilcmenl  !.•  pmnU?  . 
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VII. 


Nous  passons  à  l\'xamen  du  syslcnie  d'égalités  (II)  de  la  fin  du  §\  . 
Construisons  {fig.  8)  le  système  des  quatre  triangles  articulés,  de 
manière  à  satisfaire  aux  relations 


ap  =  a  p  —  p. 
aq  =  ci  q  =  q. 


ap  =  a  p  =  p , 
aq  =  a  q  =  y, 


Cette  fois  les  deux  lélraèdrcs  aa' pq  et  aci p  q'  soûl,  non  plus  égaux, 
mais  symétritjues. 

Si  w  et  ///  sont  deux  points  correspondants  appartenant  res[)ective- 
meul  à  ])q  et  p' q\  ou  a  pm  =  p' ni.  Les  jdaus  ama'  et  am'a'  f(U-uieiil 


entre  eux  le  même  angle  9,  quel  (pie  soit  le  point  /ji,  el  la  (l(''li'rmina- 
tiou  du  système  dépend  des  deux  variables  '^  et  ad  =  ./;. 

Il  faut  encore  reelieix-her  si  l'on  peut  trouver  entre  o  el  ./■  une  rcla- 

li.uu  telle  (\ui' /ni/i'    soil   une  l'oiiclion   linéaire  de./-,  (piel   ipic  soil   le 
point /n. 

Abaissons  des  poirils//v  ri  ///'  les  j)erpendieulaiii's ////  cl  m  i  sur  ad . 
On  a 

iiijii   —  ■iiiii  (1—  eos!p)+  //'  . 


SLR    LE     riKPLACEMENT    d'lN     PLAN.  4^'» 

Dailleurs,  en  posant  ain  -^  a  m'  ^  //?,   à  m  =  ain'  =  in\ 

{x  -\-  m  -k-  »i,  )(j;-  -(-  m  —  1n^'){x  -\-  ni^  —  /«)( —  x  -^  m  -r  //(,  ) 


tni 
et 


2  3 

.    ,        rtt   —  ia'  m'- — ni^ 

IL  ^=  ai  —  la  = , —  ^ 

aa  X 


<  )n  a  donc,  en  cgalanl  mm'    à  une  fonction  lint'airc  de  ./;^, 

,        (a,-|-//t-f-»i,)fu7  +  /« — /?«|)(x  +  /«i  — 7?i)( — x-\-tn->r-inx)  ,  ^  ^  ,    (;»'-—  /»-)^ .      ^      ,, 

(  ~  ) z (  1  —  COS  O  )  -H  r —  /\  ./■   -i- 13 . 

^■'  2X^  \  i/  _j.2 

lui  èliniiiiant  coso  entre  celle   relation  et  la  relation   analoi^Mic   (|ui 
fournit  un  second  point  //,  il  vient 

(x  +  m  -i-  mi)(x  -\-  m  —  /«,  )(a;  -h  m,  —  m)( —  jc  +  /«  -i-  /»,)  A  j:'-t-  Bj^--  — (m'- —  ni^)- 

(.r  +  «  +  /«,  )(^  -H  /t  —  «,){x  +  «i—  «)( —  x-t-  «  +  «,)  A'x*  +  W X-  —  («'-—  «-) 

Si  Ion  u"a  pas,  quels  que  soient  m  et  /«,  les  égalités  m=^m  ^,  ii  =  /if, 
on  peut  supposer  ces  points  choisis  de  telle  manière  que  les  polynômes 
bicarrés  figurant  au  premier  membre  de  la  relation  précédente  n'ad- 
mettent pas  de  facteur  commun.  Les  deux  polynômes  figurant  au 
second  membre  doivent  alors  leur  être  respectivement  identiques,  et 
Ton  a  par  un  calcul  facile 

A=  — I,  \j  =  2(m-  +  nr^), 

et  la  relation  (7)  se  réduit  à 

cos  Ci  =  —  I . 

On  voit  immédiatement  que,  en  supposant  cette  égalité  satisfaite, 
le  dé|)lacement  du  triangle  a'p'q'  par  rapport  au  triangle  apr/  rentre- 
rai! dans  ceux  que  nous  avons  signalés  au  début  de  cette  étude,  et  (pii 
donnent  des  solutions  sans  intérêt  du  problème  :  ce  dé|)lacement  se 
réduirait,  en  effet,  aune  translation  telle  (pie  tous  les  points  du  Iriangli' 
■  resteraient  sur  des  spiières  égales. 
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RevoiiaiU  à  la  ivlalioii  (8),  on  peiU  supposer  que  Ton  a  conslamnienl 
///  =  ///,.  //  =  //,  :  ou  retombe  ainsi  sur  la  solution  obtenue  au  §  ^  I. 
Ainsi  rélude  du  système  II  ne  fournit  rien  de  nouveau. 


YIII. 

Nous  avons,  au  début  du  §  V,  supposé  que  les  cléments  de  ^-A/ig-  2 
sont  de  longueurs  finies.  S'il  eu  est  autrement,  les  raisonnements  que 
nous  avons  faits  ne  peuvent  plus  s'appliquer  sans  modifications. 

Supposons  que,  dans  cette  figure,  les  droites  D  et  D'  s'éloignent  à 
rinlini.  Les  plans  apq  et  a'pq  deviennent  parallèles  et  le  déplacement 
du  second  par  rapport  au  premier  est  une  Iran-'ilalion  telle  que  le 
point  a'  décrive  une  droite  perpendiculaire  à  ce  plan  apq. 

Tous  les  quadrilatères,  tels  que  ama'm' ,  ont  maintenant  leurs  côtés 
de  longueurs  infinies,  et  le  lemme  relatif  au  quadrilatère  gauche  arti- 
culé, qui  a  joué  un  rôle  fondamental  dans  les  paragraphes  précédents, 
cesse  d'avoir  un  sens  :  on  le  remplace  aisément  par  le  suivant  :  //  doit 
exister  une  relation  linéaire  entre  ad  =  x-  et  h-  cosinus  de 
r angle  nnim' . 

En  ai)pliquant  le  lemme,  ainsi  modifié,  au  nouveau  système,  on 
trouve  aisément  les  résultats  suivants,  semblables  à  ceux  qui  ont  été 
oiiteuus  dans  le  cas  où  les  éléments  delà  figure  étaient  de  grandeurs 
finies  : 

i"^"  L<i  détermination  du  système  (apq.  a'pq)  dépend  d'une  équa- 
tion du  second  deg^ré  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  ration- 
nelles de  X,  et  cette  équation  est  toujours  irréductible; 

2°  Il  ne  peut  y  avoir  correspondance  uniforme  entre  les  yslème 
précédent  cl  le  système  {app  ,a'pp' ).  En  d'autres  termes,  pour  une 
valeur  donnée  de  x,  les  déterminations  de  ces  deux  systèmes  dépeudenl 
d'irrationnelles  qui  ne  peuvent  cire  identiques; 

')"  Quelles  que  soient  les  directions  ap,  aq,  le  dièdre  formé  par  les 
plans  apa',  aqd  est  toujours  égal  au  dièdre  formé  par  les  plans  a p' a' . 
aq'd .  On  en  déduit  les  égalités 

paq  =.  p  aq  ^  pd q  =.  p'a  q'. 
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Coiiuiii'  |iréc(klcmiiient,  il  y  a  deux  cas  de  figure  possiljles  :  ou  liicu 
le  syslèine  aa' pq  esL  superposaljle  au  syslèuic  ad p' q  ,  cl  s'en  déduit 
par  une  rotation  autour  de  «a';  ou  bien  le  premier  syslème  est  su|)er- 
posable  à  la  figure  symétrique  de  celle  formée  par  le  syslème  an  p' q' . 

Il  est  aisé  de  voir  que,  en  l'éalilé,  ces  deux  cas  n'en  font  (pi'uii  seul. 
Supposons,  par  exemple,  que  le  premier  se  présente  {Jig-  [)  ):  il  sulTit 
de  remplacei-  les  droites  ap\  aq',  a' p\  a' q'  \r,\v  leurs  prolougenn'iils 


ap\,  aq",  dp",  d  q",  cl  la  ligure  ad  p"  q"  est  super[)Osaljle  à  la  ligure 
symétrique  de  ad  pq. 

(]ela  posé,  la  déterminaiiou  du  syslème  dépend  de  deux  variables, 
dont  l'une  est  ad^x,  et  l'autre,  l'angle  ç-  que  l'ont  entre  eux  les 
])Ians  ad  p'  et  aa'  p. 

Il  faut  examiner  si  l'on  peut  former  une  relation  entre  ces  deux 
variables,  telle  que,  ain  et  dm'  étant  deux  droites  liomologues  (|uel- 
coiujues  des  plans  apq  et  d p' q  ,  il  existe  une  relation  linéaire  entre 
X-  et  le  cosinus  de  l'angle  de  ces  deux  droites. 

Le  point  «',  nous  le  rappelons,  décrit,  par  rappoil  au  plan  apq-  uni' 
droite  (pii  lui  est  perpendiculaire.  Soit  /  le  pied  île  celte  per|)eudi(U- 
laire;  on  peut  supposer  que  ap  contient  le  [xiint  /.  Désignons  jiar  a  la 
longueur  constante  ai. 

On  a  dans  le  Irièdre  ad iniu\  dont  le  dièdre  en  aa  est  égal  à  o. 


co»r/ui/it'  =^  cosd  ai/i  co^d  a  m'  -+-  s\udani  sina'«///' cosç. 
=  co^'-datn  -+-  s'in- d  ani  coss. 
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Mais  Ir  Iricdro  aa' pni^  dont  le  dièdre  en  ap  est  droit,  donne  la  rela 
lion 

cosa  aw  ^  cosa  aico'&iam  =  — r— , 


désii,Miant  par  0  Fangle  iani.  On  oljtient  ainsi 


cos, /iiai/i  = T h     1 ; —  ICOSO, 


d'où,  en  égalant  cette  expression  à  une  fonction  linéaire  de  .r-, 

('.r-  —  cf''  cos-0)  coso  +  a'-  cos-0  =  Ax''  -+-  B.r'-. 

La  relation  clierchce  entre  o  et  x  doit  être  telle  qu'une  seinl)lal)lc 
égalité  ait  lieu,  cpiel  cpie  soit  0.  La  condition  nécessaire  et  sulTisanle 
[tour  qu'il  en  soit  ainsi  est,  comme  on  le  voit  aisément,  que  cette  rela- 
tion ait  la  forme 

cosç.  =  k.r-  -+- 1 . 

il  esl   aisé  de  donner  à  cette  relation  une  f(jrme  géométrique.  A  cet 
(•ITel,  abaissons  sur  a//  la  per})endiculaire  d'i,  :  cette  droite  est  per- 
pendiculaire an\  plans  ap  q  et  a  p  q' ,  el  par  suite  l'angle  iai,:=y  esl 
l'-gal  à  celui  que  font  entre  euv  les  plans  apq  et  a! p  q' . 
J^e  Irièdre  aà i ^  donne  alors 

coso  =  cosaa'/cos(7r/'/, -H  sinfl«'/sin«r/'/,  coso 
=  cos^  a  (i  i  -f-  sin-  a  a'  i  cos  s 

(7-  CI'    /  1        n  -  I       ■-, 

=  1 ;   H ;i(liX-  H-  i  )=  I  -I-  hd-  =:  COMsI. 

./■-  .i-  ^ 

\iiisi  l'angle  des  deux  plans  it/)q,   o' p' q'  est  de  grandeur  constante. 
V.w  résumé,  si  Ion  li\e  le  plan  apq  ou  (I*),  le  déplacemeul  du  plan 
'/'// /y' ou  (  P' )  esl  ainsi  di'Hiii  : 

L  II  pmiil  d'  (ipipai-triKinl  (Kl  plan  {  \" )(/<■(■/■//  une  ilroih'  pcrprnili- 
riilaiic  au  p/(i/i(V),  cl  dans  h-  (Icphii-citifiit   lini'rsi\  un   point  <i, 
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appartenant  au  plan  (P)  décrit  une  droite  perpcndicMlairc  au 
plan  (P')  {on  a  ai=  ai',  en  désignant  par  i  et  i'  les  pieds  des  deux 
perpendiculaires).  Enfin  l'angle  que  font  entre  eux  les  deux 
plans  est  de  grandeur  constante. 

Ce  déplacement  est  bien  déterminé,  étant  assujetti  à  cin({  condi- 
tions. Quand  il  y  a  lieu,  tous  les  points  du  plan  (P')  décrivent  des 
lignes  sphériques  dont  les  centres  appartiennent  au  plan  (P). 

Cette  réciproque  est  établie  par  les  développements  qui  précèdent. 
Nous  en  donnerons  cependant  une  démonstration  analytique,  qui 
mettra  en  évidence  les  propriétés  du  déplacement,  avec  moins  d'efforts 
que  n'en  exige  la  voie  géométrique  que  nous  avons  suivie. 


IX. 

Rapportons  le  plan  (P)  à  trois  axes  fixes  rectangulaires  Oj?,  O7, 

O:;  choisis  de  telle  manière  que  Torigine  soit  en  a,  que  le  plan  des  xy 

coïncide  avec  le  plan  (P),  et  que  la  droite  décrite  par  le  point  a'  ait 

pour  équations 

.r  =  2  a,  y  =  o. 

Rapportons  de  même  le  plan(P')  à  trois  axes  mobiles  O'.r',  Oy, 
O'^',  choisis  d'une  façon  analogue.  Soient  l,  r,,  'C  les  coordonnées  du 
point  O  dans  le  système  fixe,  et  soit 


x' 

y' 

X 

3 

a' 

y 

P 

?' 

- 

T 

r 

le  tableau  des  cosinus  formés  par  les  axes  des  deux  Iricdres  pris  deux 
à  deux. 

Ces  cosinus  peuvent  s'exprimer  en  fonctions  rationnelles  de  trois 

paramètres -,•-, -j  au  moyen  des  formules  bien  connues   d'Olindo 

r-     ?      ? 
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2()-;^-v,0 

1  (  l'i  H-  |Jio  ) 

P- 

A'' 

_r-_Hij,2_, 

''-+f' 

Q„            3(1-  -À?) 

p'- 

^                           ^.              ' 

2(|JLV-t->,5) 

-."_     ~>.^-!iL*+V 

'    +? 
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Rodrigues;  ces  formules  sont  les  suivantes  : 

)--—  |J.-  — v^-f-  p2 

a  ^ —  )  a  = 

g  _  2(>.;x  +  v;) ^  g,  ^ 

2().V  —  [A3)  ,  

i     —  Jjl  '  i     —  pt  ■  i      —  pi 

p-  —  X-  +  [jJ-  -(-  V-  +  p-. 

Cela  posé,  exprimons  successivement  les  conditions  dans  lesquelles 
se  déplace  le  plan  P'.  On  a  d'abord 

(8)  ^=2«,         v-o. 

Ecrivons  ensuite  que  le  point  O  décrit,  par  rapport  au  système  mobile, 
la  droite 

x'  =  -la,         y'  =  o. 
11  vient 

-a^   -  p-zi-y-C  ---:2«, 

—  a'E  -  ^'-z]  -  y'(:-=:o, 

ou,  en  tenant  compte  des  relations  (8), 

2a(a  +1)4-  y'C  =  o, 
2  a  a'  -(-  y'  l  =  o  ; 

r(''ilmiiiation  de  'Ç  entre  les  deux  relations  précédentes  donne 

2a(a7'- Ya'-HY')  =  o, 
ou 

l'I,  en  remj)la(;ant  •;'  et  [i"  par  leurs  valeurs, 

Ap  =  o. 
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.Nous  supposerons 

p  =  o, 

(Ml  laissant  au  lecteur  le  soin  de  vériiier  que  riiypothèse 

A=^  o 

ne   mènerait  pas   à   des  résultats  différents  de  ceux  que  nous  allons 
obtenir. 

Il  reste  à  égaler  le  cosinus  r"  à  une  constante.  Il  vient  ainsi 


—  A^  ~  u.- 


A-. 


).-  —   \J.-  -+-  V 

Il  y  a  avantage  à  introduire  la  quantité//,  délinie  par  la  relation 

,          2  a-  —  h- 
^"^    -J? 

En  outre,  comme  X,  ix,  v  interviennent  d'une  façon  homogène,  nous 
pouvons  faire  v  =  i ,  ce  qui  simplifie  l'écriture.  Le  tableau  des  cosinus 
devient  alors,  après  des  réductions  faciles, 

(9)  '   ^'  =  1(  -  2a- A-  -h  h-  —  2a-), 


,/  _  0"  _  ±'±J^ 
i    —  ?    —       Ai 


a-  <}. 


? 

= 

a'  = 

aa^Xij 

/r- 

y 

= 

a"  = 

,,„ 

2a^- 

-h- 

les  paramètres  A  et  a  étant  reliés  par  la  relation 

V  -,  o         ..       h-  —  à- 

Ces  relations,  jointes  aux  relations  (8)  et  à  la  suivante 
(m)  Ç  = ^7-  =  —  2aA. 
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déterminent  un  déplacement  du  trièdre  O' x' y' z'  et,  par  suite,  du  plan 
O' x'y'  1  qui  s'effectue  dans  les  conditions  prescrites. 

Soient  .a^'y' 3'  les  coordonnées  d'un  point  m'  lié  au  trièdre  O' x' y'  z' , 
par  rapport  à  ce  trièdre.  Cherchons  s'il  existe  un  point  fixe  w,  de 
coordonnées  x^y,  z,  par  rapport  au  trièdre  Oxyz,  tel  que  la  dislance 
m/n'  soit  constante  pendant  le  déplacement. 

Les  coordonnées  du  point  tn',  dans  le  système  fixe,  sont 

X  =  H  +  7.x'  -+-  7.'y'  -+-  a";', 
Y  =  ■/]  +  px-'  +  ^'7'  +  [3"^', 

Z=  r  +  Y-r'  +  yy-h  y"-', 
et  la  condition 

mm'  =  const. 
s'exprime  par  Tégalité 

(X  -  xy-  +  (Y  -yy  +  {Z  -  zy=\, 

dont  le  second  membre  doit  être  fonction  seulement  dex,y,  z,  x',y',  z'. 
En  tenant  compte  dos  relations  (8),  (9),  (10)  et  (11),  on  met  faci- 
lement l'égalité  précédente  sous  la  forme 

4 a'^i ^  j  A-  +  )- (xy  -hyx' ) Àa  +  4 o [= +^  +  ^-7^1 ^J  A 

où  B  désigne  encore  une  cjuantité  constante  pendant  le  déplacemi'iit. 
Ceci  doit  avoir  lieu  quelles  que  soient  les  valeurs  de  X  et  [x  satisfaisant 
à  la  relation  (10).  Les  conditions  nécessaires  et  suffisantes  pour  ipi'il 
en  soit  ainsi  sont  (jue  les  coefficients  de  A°,  Xij.,  );  et  p.  soient  mils.  Imi 
d'autres  termes,  si  l'on  se  donne  x' ,  y',  z' ,  les  coordonnées  x,  y,  z 
doivent  pouvoir  être  déterminées  de  manière  à  satisfaire  aux  relations 

xx'-yy'=^h\ 
xy'-hyx'=o, 

/l'^z -h  z') -ha{xz' -h  zx')  ^  o, 
yz'-hzy'z=o. 
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Ces  équations  sont  au  nombre  de  quatre.  Ainsi,  x' ,  y',  z'  ne  peu- 
vent être  choisis  arbitrairement. 

L'étude  du  système  précédent  est  extrêmement  simple,  et  il  suffit 
d'en  indiquer  le  résultat  :  parmi  les  divers  points  entraînés  avec  le 
trièdre  O' x' y' z' ,  il  n'y  a  que  ceux  appartenant  aux  plans  O' x' y'  et 
O' x  z  qui  décrivent  des  lignes  sphériques  : 

i-'Lc  point  (x',7',  o)  du  plan  O'x'y'  décrit  une  ligne  sphérique 
dont  le  centre  a  pour  coordonnées  dans  le  système  fixe 

—  -  '''-y'  -.  =  o- 

y^x"'  +  y''-'  "  ' 

c'est  la  vérification  du  résultat  énoncé  à  la  fin  du  paragraphe  précé- 
dent. En  outre,  les  formules  précédentes  expriment  que  la  correspon- 
dance des  points  m  et  m'  est  identique  à  celle  que  définirait  une 
i/nersion  de  module  h^. 

2°  Le  point  (x',o,z')  du  plan  O'xz'  décrit  une  ligne  sphérique 
dont  le  centre  a  pour  coordonnées  dans  le  plan  fixe 

Ces  formules  définissent  une  Iransformalion  quadrniique  qui, 
à  toute  droite  de  l'un  des  plans,  fait  correspondre  une  hyperbole 
cquilatcre  de  l'autre  plan.  Au  point 

/'' 
c'=  o,  x  =  —  —  > 

'  a 

correspondent  tous  les  points  de  la  droite 

^  =  —  a. 

Il  existe  donc,  dans  le  plan  O'x'z',  un  point  qui  décrit  une  circon- 
férence de  rayon  fini.  Le  déplacement  du  plan  O' x' z'  est  nécessaire- 
ment identique,  par  conséquent,  à  celui  que  nous  avons  étudié 
au  §  VL 

Le  fait  se  vérifie  de  la  manière  suivante  : 

Si  l'on  a  égard  à  l'interprétation  clnémalitpic  des  formules  d'Olindo 
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Rodrigues  ('),  on  reconnaît  que  le  trièdre  O'x'y'z'  est  symétrique  du 
trièdre  Oxyz  par  rapport  à  la  droite  ayant  pour  équations 


a  A 


Et,  comme  on  le  voit  en  tenant  compte  de  la  relation  (lo),  cette  droite 
se  déplace  aux  conditions  suivantes  :  elle  s'appuie  constamment  sur  la 
droite  parallèle  à  Or 

X  ^  a,         _)-  ^  o; 

elle  rencontre  aussi  constamment  le  cercle 

r  =  o,  a(x^  +  y-)  —  (a-+  h'-)x  -i-  air  —  o, 

qui  a  son  centre  sur  Ox  et  passe  par  le  point  a:  =  o,  y  =  o,  r  =  o. 
Enfin  elle  fait  avec  Or  un  angle  constant. 

Or,  ces  conditions  sont  identiques  à  celles  que  nous  avons  obtenues 
au  §  VI,  pour  le  déplacement  de  l'axe  de  symétrie  des  plans  (V) 
el(P). 

X. 

Xous  avons  à  présent  résolu  complètement  le  problème  que  nous 
avons  en  vue,  et  il  ne  nous  semble  pas  mauvais  d'en  résumer  ici  les 
résultats. 

Il  existe  deux  cas  dans  lesquels  un  plan  se  déplace  de  manière  que 
tous  ses  points  décrivent  des  lignes  appartenant  à  des  sphères  ayant 
leurs  centres  dans  un  plan  fixe,  et,  circonstance  assez  remarquable, 
ces  deux  cas  sont  réalisés  en  même  temps  dans  le  déplacement  d'un 
système  qu'on  peut  définir  ainsi  qu'il  suit  : 

Soit  Oxyz  un  trièdre  tri  rectangle  fixe.  Imaginons  une  droite  L 
qui  se  déplace  dans  les  conditions  suivantes  :  elle  s'appuie  sur  Or 

(')  KoEsiGs,  toc.  cit. 
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Cl  sur  une  circonférence  située  dans  le  plan  Oxy  et  tangente  au 
point  O  à  O7,  de  plus,  elle  fait  un  angle  constant  aiecOz. 

Pour  chaque  position  de  L,  construisons  le  trièdre  O'x'y' z'  sy- 
métrique du  trièdre  fixe  par  rapport  à  cette  droite.  Tous  les  points 
du  plan  O' x' y  restent  sur  des  sphères  dont  les  centres  appartien- 
nent au  plan  Oxy  et  tous  les  points  du  plan  O' x' z'  restent  sur  des 
sphères  dont  les  centres  appartiennent  au  plan  Oxz. 

La  correspondance  qui  exislc  entre  les  points  du  plan  mobile  cl  les 
points  du  plan  fixe  qui  sont  les  centres  des  lignes  sphériques  décrites 
est  très  différente,  suivant  que  Ton  considère  le  système  (O'x'y,  Oxy) 
ou  le  système  (O' x' z\  Oxz).  Dans  le  premier  cas,  cette  correspon- 
dance est  une  inversion  (en  supposant  qu'on  amène  le  plan  O'x'y'  à 
coïncider  avec  le  plan  Oxy,  et  dans  une  position  convenable  (').  Dans 
le  second  cas,  cette  correspondance  résulte  d'une  transformation 
quadratique  qui  change  une  droite  quelconque  en  hyperbole  équi- 
latère. 

En  faisant  varier  les  constantes  qui  interviennent  dans  les  formules 
de  ces  deux  correspondances,  on  ne  pourra  jamais  faire  qu  elles  soient 
identiques.  Il  faut  en  conclure  que  les  déplacements  de  O'.r'j'  et  de 
O'x' z'  appartiennent  à  des  types  différents. 

Je  terminerai  en  signalant  les  propriétés  les  plus  simples  qui  se  dé- 
duisent aisément  des  équations  (8),  (9),  (10)  et  (11),  et  qu'il  suffit 
d'énoncer  ici  :  Chacun  des  plans  O'x'y'  et  O' x' z'  passe  par  un 
point  fixe;  de  plus,  le  premier  enveloppe  un  cône  de  révolution. 

Les  lignes  sphériques  décrites  par  les  points  du  plan  O'x'y'  sont  des 
biquadratiques  gauches  projetées  suivant  des  cercles  sur  le  plan  Oxv; 
les  trajectoires  des  points  du  plan  O' x' z'  sont  des  courbes  de  même 
nature,  qui  se  projettent  sur  le  plan  Oxz  suivant  des  paraboles. 

Enfin,  comme  nous  l'avons  reconnu  dès  le  commencement  de  ce 


(')  Dans  une  Note  présentée  à  rAcadémie  des  Sciences  ( Cc«/«/><e5 /■e«(/«.ï. 
t.  CAXN  ,  p.  1026),  j'avais  signalé  le  déplacemenl  de  O'x'y'  par  rapporl  à  Oxy 
comme  élanl  le  seul  qui  permette  au\  points  d'un  plan  d'avoir  pour  trajectoires 
des  lignes  sphériques.  Une  étude  plus  complète  m'a  fait  reconnaître  l'existence 
du  second  cas. 
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Mémoire,  la  question  qui  en  fait  l'objet  est  intimement  liée  à  la  Théo- 
rie de  roctaèdre  articulé. 

Dans  le  plan  0'x'y\  il  existe  trois  points  à  chacun  desquels  l'inver- 
sion fait  correspondre  tous  les  points  d'une  ligne  droite  située  dans  le 
plan  Oxy  :  ce  sont  le  point  O  et  les  points  cycliques  du  plan  O'x'y', 
]'  et  J'.  De  même  le  point  O  et  les  points  cycliques  I  et  J  du  plan  Oxy 
correspondent  chacun  à  tous  les  points  d'une  droite. 

On  peut  donc  considérer  le  déplacement  d'un  plan  Oxy'  comme 
s'efîectuant  de  manière  que  les  points  O',  I'  et  J'  décrivent  des  circon- 
férences ayant  pour  axes  respectifs  IJ,  OJ  et  01,  etla  figure  OIJO  TJ' 
constitue  un  octaèdre  articulé  imaginaire. 

Le  déplacement  du  plan  O'x-'^',  par  rapport  au  plan  Oxz,  donne 
lieu  aussi  à  la  considération  d'un  octaèdre  articulé  ;  mais  celui-ci  pré- 
sente un  cas  de  dégénérescence,  parce  que  les  triangles  fondamentaux 
de  la  transformation  quadratique  cjui  fait  correspondre  entre  eux  les 
points  des  deux  plans  ont  chacun  deux  sommets  confondus. 


XI. 

Au  courant  de  cette  étude,  nous  avons  rencontré,  à  deux  reprises, 
le  déplacement  d'une  droite  L  assujettie  aux  conditions  suivantes  : 
Oxyz  étant  un  trièdre  trirectangle  fixe,  cette  droite  rencontre,  sous 
un  angle  constant,  l'axe  Oz  et  s'appuie  sur  un  cercle  tracé  dans  le 
plan  des  xy  et  tangent  à  0/  au  point  O.  Ce  déplacement  jouit  de 
propriétés  remarquables  cjui  résultent  immédiatement  de  celles  que 
nous  avons  reconnues  au  déplacement  du  trièdre  O'x'y' z',  mais  dont 
nous  allons  donner  des  démonstrations  directes  et  élégantes,  qu'a  bien 
voulu  nous  communiquer  M.  Mannheim. 

Tout  d'abord,  le  lieu  des  projections  sur  la  droite  L  d'i/n  point 
quelconque  du  plan  Oxy  ou  du  plan  Oxz  est  toujours  une  courbe 
sp/i('riqu(;. 

Etablissons  d'abord  cette  propriété  dans  le  cas  où  le  point  fixe,  dont 
on  prend  la  projection  sur  la  droite  L,  appartient  au  plan  Ox;>'.  Soit  a 
ce  point  (ji^-  lo). 

Désignons  par/3  la  trace  de  L  sur  le  plan  Oxy;  soient  q  la  projec- 
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lion  du  point  a  sur  Op,  m  la  projocLion  du  point  q  sur  L  :  le  point  /// 
est  aussi  la  projection  du  point  a  sur  L.  Soit  cnlin  /■  la  [)rojoclion  du 
point  m  sur  Op. 


Le  triangle  rectangle  qmp  a  ses  angles  de  grandeurs  constantes, 
d'après  l'hypothèse  :  il  en  résulte  que  le  point  /•  divise  le  segment  pq 
dans  un  rapport  constant;  d'autre  part,  les  points  q  el p  décrivent  des 
circonférences  dont  les  diamètres  sont  respectivement  Oa  et  Oa,  «  étani 
un  point  fixe  de  Ox.  Donc,  en  vertu  d'un  théorème  connu,  le  point  r 
décrit  un  cercle;  ainsi  la  courbe  (m)  se  trouve  déjà  sur  un  cylindre 
de  révolution  dont  l'axe  est  parallèle  à  0-. 

Soit  maintenant  i  le  point  de  rencontz'e,  autre  que  O,  des  circonfé- 
rences (p)  et  (q)  (ce  point  /,  projection  du  point  O  sur  la  droite  «a, 
n'est  pas  marqué  sur  la  figure).  Le  triangle  piq  a  ses  angles  de  gran- 
deur constante;  par  conséquent  la  figure  ipniq  est  toujours  semblable 

à  elle-même,  et  l'angle  fi/n  est  de  grandeur  constante.  Lu  dauln-s 
termes,  la  courbe  (ni.)  appartient  à  un  cône  de  révolution  de  somme!  / 
et  dont  l'axe  est  parallèle  à  Oz. 

Cette  courbe,  intersection  de  deux  surfaces  de  révolution  dont  les 
axes  sont  parallèles,  appartient  donc  à  une  sphère  dont  le  centre  est 
dans  le  plan  Oxy,  par  raison  évidente  de  symétrie. 

Soient  maintenant  ^  un  point  du  plan  Oxz,  et  v  sa  projection  sur  L. 
Nous  devons  montrer  que  le  point  v  décrit  encore  une  courbe  sphérique. 

A  cet  effet,  projetons  le  point  [3  sur  Ox-  au  point  h,  el  \c  point  h  sur  1^ 

Journ.  l'e  Math.  (5"  série),  tome  IV.  —  Tasc.  IV,  iSg».  ->/ 
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au  point  n.  Comme  le  point  b  appartient  au  plan  Oxy,  le  point  // 
reste  sur  une  sphère.  On  voit  facilement  que  le  centre  de  cette  sphère 
est  un  point  h  de  la  droite  Ox,  et,  de  plus,  que  la  droite  On  fait  un 
angle  constant  avec  les  droites  O;  et  L  :  il  suffit  pour  cela  d'appliquer 
les  résultats  précédemment  obtenus  au  cas  où  le  point  a  vient  en  h. 

Le  segment  vn  fait  un  angle  constant  avec  la  droite  b'^,  et  sa  pro- 
jection sur  cette  droite  est  le  segment  ^[3,  de  longueur  constante.  On 
a,  par  suite,  en  viin'  un  triangle  de  grandeur  invariable,  comme  ayant 
un  côté  de  longueur  constante  compris  entre  deux  angles  également 
de  grandeurs  constantes. 

Le  segment  v«'  est  donc  de  longueur  constante,  et  la  courbe  (v) 
sobtient  en  donnant  à  la  courbe  (/?'  )  une  translation  parallèle  à  Oz.  II 
suffit  donc  de  démontrer  que  la  courbe  («")  est  tracée  sur  une  sphère. 

Or,  la  démonstration  de  ce  fait  est  immédiate  :  le  plan  mené  par  le 
point  «',  perpendiculairement  à  On  coupe  la  parallèle  à  O  :;  menée  par 
le  point  h  en  un  point  h  qui  est  fixe,  puisque  iin\  segnuMil  de  lon- 
gueur constante,  est  la  projection  du  segment  Itli  sous  un  angle  de 
grandeur  constante. 

La  courbe  («')  appartient  donc  à  une  sphère  de  diamètre  Oh  .  On 
en  déduit  immédiatement  la  construction  de  la  sphère  sur  hupielle  se 
trouve  la  cour])e  (v  ). 

Remarque.  —  On  déduit  immédiatement  de  l'étude  dn  déplace- 
ment de  la  droite  L  un  mode  de  déplacement  d'un  plan  tel  (pie  tous 
les  points  de  ce  plan  décrivent  des  lignes  sphériques;  ce  déplacement 
rentre  dans  ceux  que  nous  avons  signalés  au  §  I,  comme  cas  de  denù- 
dégénérescence.  Il  suffit  de  remarquer  que  si  Ton  déplace  cette 
droite  en  l'assujettissant  aux  conditions  prescrites,  et  en  astreignant  le 
point  n  à  rester  sur  une  sphère  de  centre  h  (plus  généralement,  ayant 
son  centre  en  un  point  quelconque  du  plan  Oxz),  tont  point  v  de  la 
droite  L,  lié  au  point  n,  décrit  aussi  une  courbe  sphéritpie  :  cria  lé- 
sulte,  en  elTet,  directement  des  raisonnements  qui  précèdent. 

(  )r,  la  droite  L  fait  un  angle  constant  avec  Or;  on  voit  donc  (§  I  ) 
•  pien  liant  à  cette  droite  un  plan  passant  constamment  par  Oz,  tous 
les  [)oints  de  cr  [ilan  décrivent  des  lignes  sphérirpies. 
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Question  proposée  pour  l'année  1901  : 

Donner  pour  un  domaine  de  rationalité  quelconque  la  loi  de 
réciprocité  pour  les  résidus  des  puissances  1'^"'"^^  où  l  est  un  nombre 
premier  impair. 

Commentaire  (*).  —  Soit  /  un  nombre  premier  impair,  t  une  racine 
/"■">*  de  l'unité,  différente  de  i,  A  un  domaine  de  rationalité  contenant 
le  nombre  "Q  :  cela  posé,  si  l'on  désigne  par  v,\j.  deux  nombres  entiers 
du  domaine  A-,  par  œ  un  idéal  premier  de  A-,  la  loi  de  réciprocité  pour 
les  résidus  des  puissances  Z'*''"^'  la  plus  générale  dans  le  domaine  A- 
peut  être  mise  sous  la  forme 


"...(^) 


le  produit  II  «'(''tendant  sur  tous  les  idéaux  premiers  lu  du  domaine  A 

el  le  symbole  ( -^  )  signiliant  une  racine  /'''"'■  de  l'unité,  déterminée 

d'une  manière  unique  par  les  nombres  v,  [jl  et  l'idéal  premier  m.  On 
demande  d'énoncer  complètement  les  théorèmes  spéciaux  contenus 
dans  cette  loi  de  réciprocité  générale  et  de  donner  la  démonstration 
de  la  loi  au  moins  dans  quelques  cas  spéciaux  ou  sous  des  hypothèses 

(')  Pour  les  nolatioQS,  voir  IIilbert,  Bericlite  der  deulsclien  Mathemali- 
l:er  Vereiniguiii;  :  Dit'  Théorie  der  algebraischen  Zalilkôrper  :  1897, 
Cap.  XXIX. 
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simplifiantes  proprement  choisies.  Une  grande  valeur  sera  attachée 
au  calcul  de  quelcjues  exemples  numériques  propres  à  éclaircir  et 
confirmer  ladite  loi. 

I^e  prix  est  de  mille  marks. 
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vrier J901  par  MM.  les  Secrétaires  de  l'Académie;  ils  porteront  une 
devise  et  seront  accompagfnés  d'un  pli  cacheté,  portant  la  devise  à  son 
extérieur  et  renfermant  le  nom  et  l'adresse  de  l'auteur. 
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